
•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

ЛЕКЦИЯ № 3

Симплекс-метод, теория двойственности ЛП,
необходимые условия экстремума

1. Двухфазный симплекс-метод или ме-
тод искусственного базиса

2. Теоремы двойственности ЛП. Теоремы
Фаркаша – Минковского и Гордана
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Двухфазный симплекс-метод

0.Построить симплекс-таблицу для задачи

ξ =
m∑
i=1

xn+i→ min, (1)

aix+ xn+i = bi, i = 1,m; (2)
xj ≥ 0, j = 1, n+m, (3)

выбрав в качестве базисаB = (An+i, ..., An+m).
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Двухфазный симплекс-метод

Здесь ai — это i-я строка матрицыA(i = 1,m).
Так как матрица B единичная, то для построения
таблицы достаточно в целевой функции ξ выра-
зить базисные переменные (искусственный базис)
xn+i(i = 1,m) через небазисные переменные
xj(j = 1, n), используя ограничения (2). В ре-
зультате получим, что

ξ =
m∑
i=1

(bi − aix).
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Двухфазный симплекс-метод

Следовательно,

z00 = −
m∑
i=1

bi, z0j =
m∑
i=1

aij, j = 1, n.

При этом симплекс таблица прямо допустима, а
базисное допустимое решение имеет вид xj =

0(j = 1, n), и xn + i = bi(i = 1,m).
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Двухфазный симплекс-метод

1. Проделать шаги 1-4 алгоритма симплекс-метода.
Так как целевая функция задачи (1)-(3) ограничен-
на снизу нулем и допустимое множество, задавае-
мое условиями (2)-(3) непусто, то задача (1)-(3)
всегда разрешима и минимум неотрицателен. По-
этому на первом этапе вычисления могут завер-
шиться только получением прямо и двойственно
допустимого базиса. Как только такой базис будет
получен, перейти к следующему пункту.
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Двухфазный симплекс-метод

2. Если оптимальное решение ξ∗ > 0, то КО-
НЕЦ (исходная задача не имеет допустимых реше-
ний:X = ∅), иначе удалить из симплекс-таблицы
все столбцы, соответствующие искусственным пе-
ременным xj(j = n+ 1, n+m), и нулевую
строку.
3. Если базисными переменными являются только
переменные исходной задачи xj(j ≤ n), то пе-
рейти на шаг 7.
4. Выбрать строку, соответствующую искусствен-
ной переменной xr(r > n).
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Двухфазный симплекс-метод

5. Если существует zrs 6= 0(1 ≤ s ≤ n), то
выполнить элементарное преобразование базиса с
ведущим элементом zrs и перейти на шаг 3.
6. Если zrj = 0 для всех j = 1, n, то удалить
r-ю строку из симплекс-таблицы и перейти на шаг
3.
7. Добавить нулевую строку в симплекс-таблицу,
записав в нее коэффициенты целевой функции ос-
новной задачи w(x), выраженной через небазис-
ные переменные. Получена прямо допустимая симплекс-
таблица исходной задачи.
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Двухфазный симплекс-метод

Шаги 0-7 описанного выше способа получения ба-
зисного допустимого решения обычно называют пер-
вым этапом симплекс-метода, а метод в целом —
двухэтапным симплекс-методом.
Выполнение шага 6 свидетельствует о линейной за-
висимости уравненийAx = b, что позволяет уда-
лить часть уравнений. Подобная ситуация возника-
ет, если ранг матрицы A меньше числа уравнений
m.
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ЛП: двойственная задача

Прямая задача Двойственная задача

w(x) =
n∑
j=1

cjxj → min z(y) =
m∑
i=1

biyi → max

aix ≥ bi i ∈ I1 yi ≥ 0

aix = bi i ∈ I2 yi − своб.
xj ≥ 0 j ∈ J1 yAj ≤ cj

xj − своб. j ∈ J2 yAj = cj.
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Первая теорема двойственности

Теорема (Первая теорема двойственности).
Прямая и двойственная к ней задачи либо
одновременно разрешимы, либо одновремен-
но неразрешимы.

При этом в первом случае оптималь-
ные значения целевых функций этих задач
совпадают, а во втором случае по крайней
мере одна из задач неразрешима в силу
несовместности ее ограничений.
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Вторая теорема двойственности

Теорема (Вторая теорема двойственности
или теорема о дополняющей нежесткости).
Допустимые решения x и y соответственно
прямой и двойственной задачи оптималь-
ны тогда и только тогда, когда выполня-
ются условия:

yi(aix− bi) = 0 (i ∈ I),
(cj − yAj)xj = 0 (j ∈ J).
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Теорема (теорема Фаркаша–Минковского).
Система уравненийAx = b, x ≥ 0 разреши-
ма в том и только в том случае когда неравен-
ство (b, y) ≤ 0 выполняется для всех реше-
ний системы уравнений yA ≤ 0.

Доказательство. Необходимость. Пусть ∃x
Ax = b, x ≥ 0 и пусть y — произвольное реше-
ние системы yA ≤ 0. Тогда

(b, y) = (Ax, y) = (x, yA) ≤ (x, 0) = 0.
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Следствие. Система уравнений Ax ≤ b
разрешима в том и только в том случае
когда неравенство (b, y) ≥ 0 выполняет-
ся для всех решений системы уравнений
yA = 0, y ≥ 0.
Ax ≤ b разрешима ⇐⇒ разрешима система
Ax1−Ax2+Eu = b, x1, x2, u ≥ 0⇐⇒ ко-
гда неравенство (b, y) ≤ 0 выполняется для всех
решений системы уравнений yA ≤ 0,−yA ≤
0, Ey ≤ 0⇐⇒ неравенство (b, y) ≥ 0 выполня-
ется для всех решений системы уравнений yA =
0, y ≥ 0. �
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Следствие (теорема Гордана). Имеет ме-
сто одно и только одно из следующих двух
условий:
1. Разрешима система уравнений Ax <

0;
2. существует такой 6= 0 вектор y, что
yA = 0, y ≥ 0.
Действительно, система уравненийAx < 0 разре-

шима⇐⇒ разрешима система уравнений Ax ≤
(−1,−1, . . . ,−1)>. По теореме Ф.–М. разреши-
мость последней системы эквивалентна выполне-
нию условия:

-14-



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

если вектор y решение системы yA = 0, y ≥
0, то выполняется неравенство −y ≥ 0. Т.е. не
существует ненулевого вектора y такого, что yA =
0, y ≥ 0.
Теперь пусть существует ненулевой вектор y та-

кой, что yA = 0, y ≥ 0. Но тогда не выпол-
няется неравенство −y ≥ 0 =⇒ не выполне-
но условие теоремы Ф.–М. =⇒ система Ax ≤
(−1,−1, . . . , −1)> неразрешима =⇒ нераз-
решима система
Ax < 0.�
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