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Ââåäåíèå

Êîäû âîçíèêëè â ãëóáîêîé äðåâíîñòè ôàêòè÷åñêè ñ ïîÿâëåíèåì ñèñòåìû çíàêîâ äëÿ
çàïèñè çâóêîâ, ñëîâ, èíôîðìàöèè, êîòîðûå ïîçäíåå ðàçâèëèñü â ðàçëè÷íûå ÿçûêè.
Êàæäûé ÿçûê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ ñèñòåìó êîäèðîâàíèÿ, âêëþ÷àÿ â ñâîþ
êîíñòðóêöèþ àëôàâèò, ñëîâà, ãðàììàòèêó. ßçûê ïîçâîëÿåò â îêðóæàþùåì øóìå ïå-
ðåäàâàòü èíôîðìàöèþ ïî âîçìîæíîñòè áûñòðî, íàäåæíî, ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñòå-
ïåíüþ èçáûòî÷íîñòè.

Ïîçäíåå ïîÿâèëèñü (åùå äî íàøåé ýðû) êðèïòîãðàììû (ïî-ãðå÷åñêè êðèïòîãðàì-
ìà � òàéíîïèñü). Òàêèìè êîäàìè ïîëüçîâàëèñü äëÿ çàñåêðå÷èâàíèÿ ñîîáùåíèé. Óæå
â V â. äî í. ý. çíàìåíèòûé ãðå÷åñêèé èñòîðèê Ãåðîäîò ïðèâîäèë ïðèìåðû ïèñåì-
êðèïòîãðàìì, ïîíÿòíûõ òîëüêî îäíîìó àäðåñàòó. Ñïàðòàíöû èìåëè ñïåöèàëüíûé ìå-
õàíè÷åñêèé ïðèáîð, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî çàïèñûâàëèñü ñîîáùåíèÿ�êðèïòîãðàììû,
ïîçâîëÿþùèå ñîõðàíèòü òàéíó. Ñîáñòâåííóþ ñåêðåòíóþ àçáóêó èìåë Þëèé Öåçàðü
(øèðîêî èçâåñòíûé øèôð Öåçàðÿ). Â Ñðåäíèå âåêà è ýïîõó Âîçðîæäåíèÿ íàä èçîá-
ðåòåíèåì òàéíûõ øèôðîâ ðàáîòàëè ìíîãèå âûäàþùèåñÿ óìû, â òîì ÷èñëå ôèëîñîô
Ôðýíñèñ Áýêîí, ìàòåìàòèêè Ôðàíñóà Âèåò, Äæåðîëàìî Êàðäàíî. Êðèïòîãðàôèåé çà-
íèìàëèñü â ìîíàñòûðÿõ, ïðè äâîðàõ êîðîëåé. Âìåñòå ñ èñêóññòâîì øèôðîâàíèÿ ñîîá-
ùåíèé ðàçâèâàëîñü è èñêóññòâî èõ äåøèôðîâàíèÿ. Ìíîãèå îïòèìèñòè÷íî ïîëàãàëè,
÷òî âðÿä ëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êðèïòîãðàììà, êîòîðóþ íåëüçÿ ðàçãàäàòü. È òîëüêî â
ïðîøëîì âåêå Êëîä Øåííîí (1949 ã.) ïîêàçàë, ÷òî äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò ñîâåð-
øåííî ñåêðåòíûé øèôð � øèôð Âåðíàìà, íàçûâàåìûé òàêæå ëåíòîé îäíîêðàòíîãî
äåéñòâèÿ èëè øèôðîì-áëîêíîòîì.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ èìååò âàæíîå øèðîêîå ïðàêòè÷åñêîå ïðè-
ìåíåíèå êàê ñðåäñòâî ýêîíîìíîé, óäîáíîé, áûñòðîé, à òàêæå íàäåæíîé ïåðåäà÷è ñî-
îáùåíèé ïî ëèíèÿì ñâÿçè ñ ðàçëè÷íîãî âèäà øóìàìè (òåëåôîí, òåëåãðàô, ðàäèî,
òåëåâèäåíèå, êîìïüþòåðíàÿ, êîñìè÷åñêàÿ ñâÿçè è ò. ä.). Ïîäëèííûé âçðûâ ðàçâèòèÿ
òåîðèè ñâÿçè íà÷àëñÿ â ïîñëåâîåííûå ãîäû, ñ 1948�1949 ãã., ñ ïîÿâëåíèåì êëàññè÷å-
ñêèõ ðàáîò Êëîäà Øåííîíà è Íîðáåðòà Âèíåðà. Òðóäû Í. Âèíåðà áûëè ïîðîæäå-
íû èññëåäîâàíèÿìè âîåííîãî âðåìåíè ïî àâòîìàòè÷åñêîìó óïðàâëåíèþ îãíåì, òðóäû
Ê. Øåííîíà çíàìåíèòûå "Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñâÿçè" è "Ñâÿçü ïðè íàëè÷èè
øóìà" � èññëåäîâàíèÿìè ïî øèôðîâàíèþ ñîîáùåíèé è èõ ïåðåäà÷è ïî ñåêðåòíûì
êàíàëàì ñâÿçè. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè Í. Âèíåðà è Ê. Øåííîíà äîâîëüíî ñèëüíî
ðàçëè÷àëèñü: ñèãíàë ïî Í. Âèíåðó ìîæåò îáðàáàòûâàòüñÿ ïîñëå âîçäåéñòâèÿ øóìîì,
ïî Ê. Øåííîíó ñèãíàë ìîæíî îáðàáàòûâàòü êàê äî, òàê è ïîñëå ïåðåäà÷è ïî êàíàëó
ñâÿçè ñ øóìàìè. Â ñèëó ýòîãî è äðóãèõ ðàçëè÷èé, Âèíåðîâñêèå òðóäû ëåãëè â îñíîâó
òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, Øåííîíîâñêèå òðóäû îêàçàëèñü îñíîâîïîëà-
ãàþùèìè äëÿ çàäà÷ ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ êàíàëîâ ñâÿçè. Òàêèì îáðàçîì, ñ
1949 ã., ñ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîò Ê. Øåííîíà, íà÷àëîñü áóðíîå ðàçâèòèå òåîðèè
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êîäèðîâàíèÿ êàê îòäåëüíîé íàó÷íîé äèñöèïëèíû, à òàêæå ðàçâèòèå òàêèõ òåñíî ñ
íåþ ñâÿçàííûõ íàó÷íûõ äèñöèïëèí, êàê ñæàòèå èíôîðìàöèè è êðèïòîëîãèÿ.

Â íàñòîÿùåì êóðñå ëåêöèé ðàññìàòðèâàþòñÿ áëîêîâûå êîäû, ïðåäíàçíà÷åííûå
äëÿ èñïðàâëåíèÿ ñëó÷àéíûõ îøèáîê â êàíàëàõ ñâÿçè ñ øóìàìè, â îñíîâíîì áóäåò
èçó÷àòüñÿ ìîäåëü äâîè÷íîãî ñèììåòðè÷íîãî êàíàëà ñâÿçè, õîòÿ ìíîãèå ðåçóëüòàòû
áåç òðóäà ìîãóò áûòü îáîáùåíû äëÿ êîäîâ íàä q-çíà÷íûìè àëôàâèòàìè. Ìû òîëü-
êî êîñíåìñÿ îïðåäåëåíèé íåêîòîðûõ äðóãèõ òèïîâ îøèáîê. Â êóðñå ëåêöèé áóäåò
èçëîæåíà òåîðèÿ ëèíåéíûõ êîäîâ, â ÷àñòíîñòè òåîðèÿ q-çíà÷íûõ öèêëè÷åñêèõ êî-
äîâ, èìåþùèõ øèðîêîå ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå äëÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé â êàíàëàõ
ñâÿçè ñ øóìàìè, äîêàçàíà èçâåñòíàÿ òåîðåìà Øåííîíà î ñóùåñòâîâàíèè õîðîøèõ
êîäîâ â äâîè÷íûõ ñèììåòðè÷íûõ êàíàëàõ ñâÿçè ñ øóìàìè, ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå
ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êîäîâ (ñðåäè íèõ � ñâèò÷èíãîâûå è êàñêàäíûå ìåòîäû), à òàêæå
ðàññìîòðåíû èçâåñòíûå êëàññû êîäîâ, òàêèõ êàê êîäû Ðèäà � Ìàëëåðà, Àäàìàðà,
ñîâåðøåííûå êîäû, êîäû Ðèäà � Ñîëîìîíà, êîäû Þñòåñåíà, Ïðåïàðàòû. Ïðè ïîäãî-
òîâêå ïîñîáèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû èñòî÷íèêè [1�25].
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü En îáîçíà÷àåò n-ìåðíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ
äëèíû n ñ ìåòðèêîé Õýììèíãà (ñì. íèæå ïðèìåðû äâóìåðíûõ ïðîåêöèé En ïðè
ìàëûõ n íà ðèñ. 1 è îáùåïðèíÿòóþ ìîäåëü En äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n íà ðèñ. 2).
Ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî C ïðîñòðàíñòâà En íàçûâàåòñÿ äâîè÷íûì êîäîì äëèíû
n, ýëåìåíòû êîäà íàçûâàþòñÿ êîäîâûìè ñëîâàìè.

Ðèñ. 1. Äâóìåðíûå ïðîåêöèè E3 è E4

Õýììèíãîâî ðàññòîÿíèå d(x, y) ìåæäó âåêòîðàìè x, y ∈ En îïðåäåëÿåòñÿ êàê
÷èñëî êîîðäèíàò, â êîòîðûõ ýòè âåêòîðû ðàçëè÷àþòñÿ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îíî
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. Êîäîâîå ðàññòîÿíèå ðàâíî ìèíèìàëüíîìó ðàññòîÿíèþ Õýììèíãà
ìåæäó ðàçëè÷íûìè êîäîâûìè ñëîâàìè.

Âåñ Õýììèíãà w(x) ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x ∈ En ðàâåí ÷èñëó íåíóëåâûõ êîîð-
äèíàò x, ò. å. w(x) = d(x,0n), ãäå 0n � íóëåâîé âåêòîð äëèíû n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
1n åäèíè÷íûé âåêòîð äëèíû n (èíîãäà äàëåå äëèíû íóëåâîãî è åäèíè÷íîãî âåêòî-
ðîâ óêàçûâàòüñÿ íå áóäóò, íî èç êîíòåêñòà âñÿêèé ðàç áóäåò ÿñíî, êàêîâà èõ äëèíà).
Ìíîæåñòâî

supp(x) = {i | xi = 1}

íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì âåêòîðà x.
Èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut(En) ïðîñòðàíñòâà En èñ÷åðïûâàåòñÿ

ïîäñòàíîâêàìè π íà ìíîæåñòâå êîîðäèíàò è äîáàâëåíèåì ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà v ∈
En, ò. å. äëÿ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(En) ïðîñòðàíñòâà En ñïðàâåäëèâî

Aut(En) = En h Sn = {(v, π) | v + π(En) = En, v ∈ En, π ∈ Sn},

ãäå h � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå, Sn � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê äëèíû
n.
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Ðèñ. 2. Äâóìåðíàÿ ïðîåêöèÿ En

Äâà êîäà � C è D � äëèíû n íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò àâòîìîð-
ôèçì (v, π) ïðîñòðàíñòâà En, îòîáðàæàþùèé îäèí êîä â äðóãîé, ò. å. v + π(C) = D.

Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut(C) ïðîèçâîëüíîãî êîäà C äëèíû n ñîñòîèò èç âñåõ
àâòîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà En, ïåðåâîäÿùèõ êîä â ñåáÿ, ò. å.

Aut(C) = {(v, π) | v + π(C) = C}.
Ìíîæåñòâî

Sym(C) = {π ∈ Sn | π(C) = C}
íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ñèììåòðèé êîäà C. Î÷åâèäíî, ÷òî Sym(C) èçîìîðôíà ïîäãðóïïå
ãðóïïû Aut(C).

Ëèíåéíûì (èëè ãðóïïîâûì) êîäîì íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî En, ÿâëÿþùååñÿ ëè-
íåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì (ïîäãðóïïîé) â En. Àíàëîãè÷íî, ëèíåéíûì q�çíà÷íûì êî-
äîì íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî n�ìåðíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà En

q

âñåõ âåêòîðîâ äëèíû n ñ ìåòðèêîé Õýììèíãà íàä ïîëåì Ãàëóà GF (q), q = pk, q ≥ 2,
ãäå p�ïðîñòîå ÷èñëî (â En

q ìîãóò ñóùåñòâîâàòü äðóãèå ãðóïïîâûå êîäû, íå îáðàçóþ-
ùèå ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà).

Â äàëüíåéøåì ïàðàìåòðû ëèíåéíîãî êîäà C äëèíû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [n, k, d], ãäå k � ðàçìåðíîñòü êîäà; äëÿ íåëèíåéíîãî êîäà C
ïàðàìåòðû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (n, |C|, d).

Ëèíåéíûé êîä äëèíû n íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî êîäîâîãî ñëîâà
(x1, x2, . . . , xn) ñëîâî (x2, . . . , xn, x1) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì.

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ â äàëüíåéøåì íåêîòîðûå èç ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé
áóäóò ïîâòîðåíû.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàçàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, à En

� ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì:
à) d(x, y) ≥ 0, ïðè÷åì d(x, y) = 0 ⇔ x = y (àêñèîìà òîæäåñòâà);
á) d(x, y) = d(y, x) (àêñèîìà ñèììåòðèè);
â) d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z) (àêñèîìà òðåóãîëüíèêà) äëÿ ∀x, y, z ∈ En.

Óïðàæíåíèå 2. Íàéòè ÷èñëî âåðøèí è ðåáåð â En, En
q .
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Óïðàæíåíèå 3. Íàéòè ÷èñëî âåðøèí:
à) â ñôåðå ðàäèóñà r â En, En

q ;
á) â øàðå ðàäèóñà r â En, En

q .

Äâîè÷íûé ñèììåòðè÷íûé êàíàë ñâÿçè
Ïóñòü ïî êàíàëó ñâÿçè ñ øóìîì ïåðåñûëàþòñÿ äâîè÷íûå ñîîáùåíèÿ èç Íîâîñèáèð-
ñêà â Ìîñêâó. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âõîäíîé àëôàâèò A ñîâïàäàåò ñ âûõîäíûì
àëôàâèòîì B è ðàâåí {0, 1}. Ïóñòü ïðè ïîñûëêå 0 ïðèíèìàåòñÿ êàê 0, à 1 êàê 1, íî
èíîãäà 0 ìîæåò áûòü ïðèíÿò êàê 1 èëè 1 ïðèíÿòà êàê 0. Ïóñòü â ñðåäíåì îäèí èç
êàæäûõ 1 000 ñèìâîëîâ áóäåò îøèáî÷íûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà
èìååòñÿ âåðîÿòíîñòü p = 1/1 000 òîãî, ÷òî â êàíàëå ñâÿçè ïðîèçîéäåò îøèáêà, ò. å.
äëÿ ïåðåõîäíûõ (óñëîâíûõ) âåðîÿòíîñòåé P (β|α), ãäå

∑
α∈A P (β|α) = 1, èìååì

P (0|0) = P (1|1) = 1− p è P (1|0) = P (0|1) = p.

Â äàííîì ñëó÷àå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè îáðàçóþò ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó è ïîñå-
ìó òàêàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ äâîè÷íûì ñèììåòðè÷íûì êàíàëîì ñâÿçè. Ñîîáùåíèÿ
äîëæíû ïåðåäàâàòüñÿ êàê ìîæíî áûñòðåå, ýêîíîìíåå è íàäåæíåå. Áóäåì çàïèñûâàòü
ñîîáùåíèÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö. Çàêîäèðóåì ýòè ñîîáùå-
íèÿ â öåëÿõ çàùèòû èõ îò îøèáîê, êîòîðûå ìîãóò ïðîèçîéòè â êàíàëå ñâÿçè. Âõîäíàÿ
èíôîðìàöèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè äëèíû k. Êàæäûé áëîê èç k ñèìâîëîâ ñîîáùåíèÿ

u = (u1, u2, . . . , uk), ui ∈ {0, 1}

ïðåîáðàçóåòñÿ êîäåðîì â ñëîâî x äëèíû n :

x = (x1, x2, . . . , xn), xj ∈ {0, 1}, n > k.

Ïîëó÷åííûå ñëîâà îáðàçóþò äâîè÷íûé êîä è íàçûâàþòñÿ êîäîâûìè ñëîâàìè. Ñõåìà-
òè÷íî ýòî ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3.

Èñòî÷íèê
ñîîáùå-
íèé

-
Êîäåð

- Êàíàëñâÿçè
-

Äåêîäåð
- Ïîëó÷à-

òåëü

Øóì

6

Ðèñ. 3. Êëàññè÷åñêàÿ ñõåìà ñèñòåìû ñâÿçè ïî êàíàëó ñâÿçè ñ øóìîì

Òàê êàê êàíàë ñ øóìîì, òî ïðèíÿòûé âåêòîð y ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò êîäîâîãî ñëîâà
x íà âåêòîð e, íàçûâàåìûé âåêòîðîì îøèáîê y = x + e, e = (e1, e2, . . . , en), ãäå
ñ âåðîÿòíîñòüþ (1 − p) èìååì ei = 0 (â ýòîì ñëó÷àå i-é ñèìâîë ïðàâèëüíûé) è ñ
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âåðîÿòíîñòüþ p èìååì ei = 1 (i-é ñèìâîë èñêàçèëñÿ). Â îáùåì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü p
ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì, óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó 0 < p < 1/2.

Îïèøåì íåêîòîðûå äðóãèå, îòëè÷íûå îò ñèììåòðè÷íûõ òèïû îøèáîê. Åñëè äëÿ
ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé èìåþòñÿ çàïðåòû, òî êàíàë ñâÿçè ïîëó÷àåòñÿ ñ îäíîñòîðîí-
íèìè îøèáêàìè, åñëè â àëôàâèò (âõîäíîé è (èëè) âûõîäíîé) âêëþ÷åí ïóñòîé ñèì-
âîë, òî ïîëó÷àåì êàíàë ñâÿçè ñî âñòàâêàìè èëè âûïàäåíèÿìè. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå
íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

1. Íåñèììåòðè÷íàÿ îøèáêà òèïà {1 → 0} (åå íàçûâàþò òàêæå çàìåùåíèåì âèäà
1 → 0) ìîæåò âîçíèêíóòü â ñèòóàöèè, êîãäà ïðîèñõîäèò çàìåíà 1 íà 0, íî íå íà-
îáîðîò. Åñëè íàëè÷èþ ôèçè÷åñêîãî ñèãíàëà ñîîòâåòñòâóåò 1, à îòñóòñòâèþ � 0, òî
òàêèå îøèáêè ïðîèñõîäÿò â ðåçóëüòàòå ðàçìûêàíèé (îáðûâîâ) â êàíàëå, òàê êàê ïðè
ðàçìûêàíèè ñèãíàë ìîæåò ëèøü èñ÷åçíóòü.

2. Íåñèììåòðè÷íàÿ îøèáêà òèïà {0 → 1} (çàìåùåíèå âèäà 0 → 1) àíàëîãè÷íà
ïðåäûäóùåé è ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå çàìûêàíèé â êàíàëå.

3. Îøèáêà ñòèðàíèÿ {0 → z, 1 → z} âîçíèêàåò â ñëó÷àå, åñëè ñèãíàë, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèé ñîáîé 0 èëè 1, èñêàæàåòñÿ â êàíàëå òàê, ÷òî åãî íåëüçÿ èíòåðïðåòèðîâàòü
íè êàê 0, íè êàê 1. Ýòîò ñèìâîë çàìåíÿåòñÿ íåîïðåäåëåííûì ñèìâîëîì, êîòîðûé
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç z.

4. Îøèáêà âèäà 0 → ∧ (1 → ∧) ñîñòîèò â óäàëåíèè îäíîãî èç ñèìâîëîâ êîäîâî-
ãî ñëîâà x, â ðåçóëüòàòå ÷åãî äëèíà ñëîâà óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó. Òàêèå îøèáêè
íàçûâàþò âûïàäåíèÿìè ñèìâîëîâ (â âûõîäíîé àëôàâèò âêëþ÷åí ïóñòîé ñèìâîë).

5. Îøèáêà âèäà ∧ → 0 (∧ → 1) ñîñòîèò âî âñòàâêå ñèìâîëà 0 (1) ïåðåä íåêîòîðûì
ñèìâîëîì èëè ïîñëå ïîñëåäíåãî ñèìâîëà ñëîâà x, â èòîãå äëèíà êîäîâîãî ñëîâà óâå-
ëè÷èòñÿ íà åäèíèöó. Îäèíî÷íûå îøèáêè òàêîãî òèïà íàçûâàþò âñòàâêàìè ñèìâîëîâ.

Ñóùåñòâóþò òàêæå äðóãèå âèäû îøèáîê.



Ãëàâà 1

Ëèíåéíûå êîäû

1.1 Ëèíåéíûå êîäû
Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûì (èëè ãðóïïîâûì) äâîè÷íûì êîäîì íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâî En, ÿâëÿþùååñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì (ïîäãðóïïîé) â En. Ïðîèçâîëüíûé
ëèíåéíûé êîä ñ ïàðàìåòðàìè [n, k, d] ìîæíî çàäàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè:

àíàëèòè÷åñêè, ñ ïîìîùüþ îäíîé ôîðìóëû (òàêîé ñïîñîá çàäàíèÿ ëèíåéíîãî êîäà
íå âñåãäà ìîæåò íàéòèñü);

ïîñðåäñòâîì êîäîâîé ìàòðèöû ïîðÿäêà 2k × n (ñòðîêàìè ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ êî-
äîâûå ñëîâà);

ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû ïîðÿäêà k × n (â ñòðîêè çàïèñàíû êîäîâûå ñëîâà, îáðà-
çóþùèå áàçó ëèíåéíîãî êîäà);

ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû � ìàòðèöû H òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîäîâîãî ñëîâà
x = (x1, x2, . . . , xn) è òîëüêî äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ

H




x1

x2
...

xn


 = HxT = 0n−k,

çäåñü H � ìàòðèöà ïîðÿäêà (n−k)×n. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå çàäàåò (n−k) ïðîâåðî÷-
íûõ óðàâíåíèé. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ëèíåéíîãî êîäà òàêæå ÿâëÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêèì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ äàííîãî ëèíåéíîãî êîäà ïðåäñòàâëåíèå ïîðîæäàþùåé
(ïðîâåðî÷íîé) ìàòðèöåé íå åäèíñòâåííî.

Îïèøåì ïîäðîáíåå çàäàíèå ëèíåéíîãî êîäà ïîñðåäñòâîì ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû,
èìåþùåé êàíîíè÷åñêèé âèä. Ïóñòü îò îòïðàâèòåëÿ â êîäåð ïîñòóïèëî ñîîáùåíèå u =
(u1, u2, . . . , uk). Ñôîðìèðóåì êîäîâîå ñëîâî x = (x1, x2, . . . , xn). Ïîëîæèì ïåðâóþ
÷àñòü êîäîâîãî ñëîâà ñîñòîÿùåé èç ñèìâîëîâ ñàìîãî ñîîáùåíèÿ (íàçûâàåìûõ èíôîð-
ìàöèîííûìè ñèìâîëàìè): x1 = u1, x2 = u2, . . . , xk = uk. Äàëåå ñëåäóþò n − k
ñèìâîëîâ, íàçûâàåìûõ ïðîâåðî÷íûìè xk+1, . . . , xn. Îíè âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû âñå êîäîâûå ñëîâà óäîâëåòâîðÿëè óðàâíåíèþ

HxT = 0n−k.

11
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Ïóñòü ìàòðèöà H èìååò âèä [An−k,k|En−k], íàçûâàåìûé êàíîíè÷åñêèì, ãäå An−k,k �
íåêîòîðàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà (n− k)× k èç 0 è 1, En−k � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà
n− k. Âñå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ íàä ïîëåì Ãàëóà GF (2) õàðàêòåðèñòèêè 2.

Òåîðåìà 1 Î ñâÿçè ïðîâåðî÷íîé è ïîðîæäàþùåé ìàòðèö. Åñëè ïðîâå-
ðî÷íàÿ ìàòðèöà ëèíåéíîãî êîäà çàäàíà â êàíîíè÷åñêîì âèäå H = [An−k,k|En−k], òî
íàéäåòñÿ ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà ýòîãî êîäà, èìåþùàÿ âèä G = [Ek|−AT

n−k,k]. Âåðíî
îáðàòíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå êîäîâîå ñëîâî

x = (x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn),

Ïîñêîëüêó âèä ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H = [An−k,k|En−k] è HxT = 0, òî ñèìâîëû
xk+1, . . . , xn ìîãóò áûòü âçÿòû â êà÷åñòâå ïðîâåðî÷íûõ, à x1, . . . , xk � èíôîðìàöèîí-
íûõ. Ò. å. èíôîðìàöèîííûé áëîê èìååò âèä

u = (u1, . . . , uk), ãäå x1 = u1, x2 = u2, . . . , xk = uk,

÷òî ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå



x1
...

xk


 = Ek




u1
...

uk


 . (1.1)

Ïóñòü

A =




a11 a12 . . . a1k

a21 a22 . . . a2k

. . . . . . . . . . . .
an−k,1 an−k,2 . . . an−k,k


 .

Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû èìååì HxT = 0, ò. å.

ai1x1 + ai2x2 + . . . + aikxk + xk+i = 0

äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n− k. Îòñþäà

xk+i = −(ai1x1 + ai2x2 + . . . + aikxk), i = 1, . . . , n− k.

Òàêèì îáðàçîì,



xk+1
...

xn


 = −An−k,k




x1
...

xk


 = −An−k,k




u1
...

uk


 .

Èç ïîñëåäíåãî è èç óðàâíåíèÿ (1.1) èìååì

xT =

(
Ek

−An−k,k

)
uT .

Òðàíñïîíèðóÿ, ïîëó÷àåì: x = u G, ãäå G = [Ek| − AT
n−k,k]. N

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ q-çíà÷íûõ êîäîâ.
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Óïðàæíåíèå 4. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ áàçèñîâ â En.

Óïðàæíåíèå 5. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ äâîè÷íûõ êîäîâ äëèíû n
ðàçìåðíîñòè k.

Óïðàæíåíèå 6. Ïîêàçàòü, ÷òî â äâîè÷íîì ëèíåéíîì êîäå ëèáî êàæäûé êîäî-
âûé âåêòîð èìååò ÷åòíûé âåñ, ëèáî ïîëîâèíà êîäîâûõ âåêòîðîâ èìååò ÷åòíûå âåñà è
ïîëîâèíà � íå÷åòíûå.

Óïðàæíåíèå 7. Äîêàçàòü, ÷òî íåíóëåâîé ñòîëáåö êîäîâîé ìàòðèöû ëèíåé-
íîãî [n, k]-êîäà ñîäåðæèò ðîâíî 2k−1 åäèíèö.

Óïðàæíåíèå 8. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî êîäà ñïðàâåäëèâî HGT =
0 äëÿ ëþáûõ ïðîâåðî÷íîé è ïîðîæäàþùåé ìàòðèö H è G ýòîãî êîäà ñîîòâåòñòâåííî.

1.2 Ãðàíèöû îáúåìîâ êîäîâ
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî èçâåñòíûõ ãðàíèö ìîùíîñòåé êîäîâ.

Òåîðåìà 2 Ãðàíèöà Õýììèíãà. Äëÿ ëþáîãî äâîè÷íîãî êîäà C äëèíû n (íå
îáÿçàòåëüíî ëèíåéíîãî) ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|C| ≤ 2n

∑[(d−1)/2]
i=0 Ci

n

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì t = [(d−1)/2]. Ïîñêîëüêó êîäîâîå ðàññòîÿíèå ðàâíî
d, òî øàðû

Sn
t (x) = {y | y ∈ En, d(y, x) ≤ t]}

ðàäèóñà t, îïèñàííûå îêîëî êîäîâûõ ñëîâ x, íå ïåðåñåêàþòñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå îíè
èìåþò îäèíàêîâûé îáúåì, ðàâíûé

|Sn
t (0n)| = C0

n + C1
n + . . . + C

[ d−1
2

]
n .

Ñëåäîâàòåëüíî,
|C| × |Sn

t (0n)| ≤ 2n. (1.2)

Ïîäñòàâëÿÿ |Sn
t (0n)| â íåðàâåíñòâî (1.2), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. N

Îïðåäåëåíèå. Êîä íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì èëè ïëîòíî óïàêîâàííûì, åñëè

|C| = 2n

∑[(d−1)/2]
i=0 Ci

n

,

ò. å. èìååò ìåñòî ïëîòíàÿ óïàêîâêà En øàðàìè ðàäèóñà [(d− 1)/2].
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Êîäîâîå ðàññòîÿíèå [n, k, d]-ëèíåéíîãî êîäà ðàâíî ìèíèìàëü-
íîìó èç âåñîâ åãî íåíóëåâûõ êîäîâûõ ñëîâ.
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Òåîðåìà 3 Î ñòîëáöàõ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû. Åñëè H � ïðîâåðî÷íàÿ ìàò-
ðèöà êîäà äëèíû n, òî êîä èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå d òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ëþáûå d− 1 ñòîëáöîâ ìàòðèöû H ëèíåéíî íåçàâèñèìû è íàéäóòñÿ d ëèíåéíî çàâè-
ñèìûõ ñòîëáöîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü.
Âåêòîð x âåñà ω ïðèíàäëåæèò êîäó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

HxT = 0, (1.3)

÷òî ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íåêîòîðûõ ω ñòîëáöîâ ìàòðèöû H. Îáîçíà-
÷èì i-é ñòîëáåö ìàòðèöû H ÷åðåç hi, ò. å.

H = [h1, h2, . . . , hn].

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (1.3) ïîëó÷àåì
n∑

i=1

hixi = 0,

îòêóäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè hi1 + . . . + hiw = 0. Ïî óòâåðæäå-
íèþ 1 êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà ðàâíî ìèíèìàëüíîìó èç âåñîâ åãî íåíóëåâûõ êîäîâûõ
ñëîâ. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû êîä èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå d, îòêóäà ïîëó÷àåì ëèíåé-
íóþ çàâèñèìîñòü íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè d ñòîëáöîâ ìàòðèöû H.

Åñëè ñóùåñòâóåò d − 1 ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöîâ â ìàòðèöå H, òî íàéäåòñÿ
âåêòîð âåñà d− 1, ïðèíàäëåæàùèé êîäó C, ïðîòèâîðå÷èå.

Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà. N

Òåîðåìà 3 âåðíà äëÿ q-çíà÷íûõ êîäîâ. Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 3
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà îáúåìà êîäà.

Òåîðåìà 4 Ãðàíèöà Ñèíãëòîíà. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî [n, k, d]-êîäà âûïîë-
íÿåòñÿ n− k ≥ d− 1.

Êîä, äîñòèãàþùèé ãðàíèöó Ñèíãëòîíà, íàçûâàåòñÿ MDS-êîäîì. Êîä, ïîëó÷åííûé
èç äàííîãî êîäà óäàëåíèåì îäíîé èëè áîëåå êîîðäèíàò âî âñåõ êîäîâûõ ñëîâàõ, íà-
çûâàåòñÿ âûêîëîòûì êîäîì.

Òåîðåìà 5 Ãðàíèöà Ñèíãëòîíà äëÿ íåëèíåéíûõ q-çíà÷íûõ êîäîâ. Äëÿ
ëþáîãî (n,M, d)q-êîäà âûïîëíÿåòñÿ logq M ≤ n− d + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óäàëÿÿ â (n,M, d)q-êîäå ëþáûå d− 1 êîîðäèíàò, ïîëó÷èì êîä
äëèíû n − d + 1 ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì ïî êðàéíåé ìåðå 1 è ìîùíîñòè M , ò. å.
M ≤ qn−(d−1). N

Òåîðåìà 6 Ãðàíèöà Ïëîòêèíà. Ïðè n < 2d äëÿ ëþáîãî äâîè÷íîãî (n,M, d)-
êîäà C ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

M ≤ 2[d/(2d− n)],

ãäå M � ìîùíîñòü êîäà C.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì äâóìÿ ñïîñîáàìè ñóììó

S =
∑
u∈C

∑

v∈C,v 6=u

d(u, v)

äëÿ ðàçëè÷íûõ êîäîâûõ ñëîâ u è v èç C. Ïîñêîëüêó ïðè u 6= v ðàññòîÿíèå d(u, v) ≥ d,
òî ñóììà íå ìåíüøå, ÷åì M(M−1)d. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü A îáîçíà÷àåò êîäîâóþ
(M ×n)-ìàòðèöó, ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå êîäîâûå ñëîâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
i-é ñòîëáåö ìàòðèöû A ñîäåðæèò xi íóëåé è M−xi åäèíèö. Òîãäà âêëàä ýòîãî ñòîëáöà
â ñóììó S ðàâåí 2xi(M − xi). Ñóììèðóÿ ïî âñåì ñòîëáöàì, ïîëó÷àåì

S =
n∑

i=1

2xi(M − xi).

Ïðè ÷åòíîì M ìàêñèìóì ýòîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè xi = M/2 äëÿ ëþáîãî
i, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñóììà íå ïðåâûøàåò nM2/2, ò. å. èìååì

M(M − 1) d ≤ nM2/2,

îòñþäà
M ≤ 2d/(2d− n).

Òàê êàê M ÷åòíî, òî
M ≤ 2[d/(2d− n)].

Ïðè íå÷åòíîì M ýòà ñóììà íå ïðåâûøàåò n(M2 − 1)/2 è, ñëåäîâàòåëüíî,

M ≤ n/(2d− n) = 2d/(2d− n)− 1.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì [2x] ≤ 2[x] + 1 ïîëó÷àåì

M ≤ [2d/(2d− n)]− 1 ≤ 2[d/(2d− n)].

N

Òåîðåìà 7 Ãðàíèöà Âàðøàìîâà�Ãèëáåðòà. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

1 + C1
n−1 + · · ·+ Cd−2

n−1 < 2r,

òî ñóùåñòâóåò äâîè÷íûé ëèíåéíûé êîä äëèíû n ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì ïî
êðàéíåé ìåðå d, èìåþùèé íå áîëåå ÷åì r ïðîâåðî÷íûõ ñèìâîëîâ, ò. å. [n, k, d′]�êîä,
ãäå k ≥ n− r, d′ ≥ d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà, åñëè ïîñòðîèì (r × n)-ìàòðèöó H
òàêóþ, ÷òî ëþáûå åå d − 1 ñòîëáöîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó
3, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû H âîçüìåì
ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð äëèíû r. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûáðàëè i ñòîëáöîâ ìàòðèöû
H òàê, ÷òî ëþáûå d− 1 èç íèõ ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Èìååì íå áîëåå

C1
i + · · ·+ Cd−2

i
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ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èç ýòèõ i ñòîëáöîâ, ñîäåðæàùèõ d − 2
èëè ìåíüøå ñòîëáöîâ. Åñëè ýòî ÷èñëî ìåíüøå, ÷åì 2r − 1 (÷èñëà âñåõ íåíóëåâûõ
âåêòîðîâ äëèíû r), òî ìû ìîæåì äîáàâèòü åùå îäèí ñòîëáåö, íå ðàâíûé íè îäíîé
èç âñåõ ýòèõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé. Îò ïðîòèâíîãî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ýòîì
ëþáûå d − 1 ñòîëáöîâ íîâîé ìàòðèöû ðàçìåðà r × (i + 1) ïî-ïðåæíåìó îñòàþòñÿ
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Áóäåì âûïîëíÿòü ýòó ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

C1
i + . . . + Cd−2

i < 2r − 1.

N

Óïðàæíåíèå 9. Îáîáùèòü äëÿ q-çíà÷íûõ êîäîâ ãðàíèöû:
à) Õýììèíãà;
á) Âàðøàìîâà�Ãèëáåðòà.

Óïðàæíåíèå 10. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå 1 è òåîðåìó 4.

1.3 Êîä Õýììèíãà è åãî ñâîéñòâà
1.3.1 Îïðåäåëåíèå êîäà Õýììèíãà
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî êîäà Õýììèíãà ñ m ïðîâåðêàìè íà ÷åòíîñòü, èñïðàâ-
ëÿþùåãî îäíó îøèáêó, âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3: îïðåäåëèì êîä ïîñðåäñòâîì ïðî-
âåðî÷íîé ìàòðèöû, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå íåíóëåâûå âåêòîðû äëèíû m.
Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáûå äâà ñòîëáöà ýòîé ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû è íàéäóòñÿ òðè
ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöà, ñëåäîâàòåëüíî ïî òåîðåìå 3 êîäîâîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 3
è çíà÷èò êîä èñïðàâëÿåò îäíó îøèáêó. Ýòîò êîä íàçûâàåòñÿ êîäîì Õýììèíãà, äàëåå
áóäåì åãî îáîçíà÷àòü Hn.

Ïàðàìåòðû êîäà Õýììèíãà:

[n = 2m − 1, k = n− log(n + 1), d = 3],

m = log(n + 1) (çäåñü è âñþäó äàëåå log(·) ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íûì ëîãàðèôìîì, åñëè íå
îãîâîðåíî îñîáî).

Óòâåðæäåíèå 2. Êîä Õýììèíãà Hn ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì êîäîì, èñïðàâëÿþ-
ùèì îäíó îøèáêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîä Hn èñïðàâëÿåò îäíó îøèáêó (ïî îïðåäåëåíèþ êîäà). Ïî
ïîñòðîåíèþ åãî ìîùíîñòü ðàâíà

|Hn| = 2n−m =
2n

n + 1
,

ãäå m = log(n + 1). Ñëåäîâàòåëüíî, îí äîñòèãàåò ãðàíèöû Õýììèíãà (ñì. òåîðåìó 2)
è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì. N

Óòâåðæäåíèå 3. Êîä Õýììèíãà åäèíñòâåí ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.
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1.3.2 Ïðèìåðû êîäîâ Õýììèíãà äëèíû 7
Ðàññìîòðèì òðè ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ êîäà Õýììèíãà äëèíû 7.

1. Êîä Õýììèíãà äëèíû 7 çàäàí ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé â êàíîíè÷åñêîì âèäå (ñì.
[1], ãë. 1), ò. å. ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

H =




0 1 1 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1


 .

2. Êîä Õýììèíãà äëèíû 7 â öèêëè÷åñêîì âèäå.
Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûé êîä C äëèíû n íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî
êîäîâîãî ñëîâà x = (x1, x2, . . . , xn) ñëîâî (x2, x3, . . . , xn, x1) ïðèíàäëåæèò êîäó C.
Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîäà Õýììèíãà äëèíû 7 â öèêëè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò
âèä:

H =




0 1 0 0 1 1 1
1 0 0 1 1 1 0
0 0 1 1 1 0 1


 .

3. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîëåçíî îïðåäåëÿòü êîä Õýììèíãà ÷åðåç ïðîâåðî÷íóþ ìàò-
ðèöó, çàäàííóþ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì âèäå

H =




0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1


 ,

ò. å. ñòîëáöû ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû çàïèñàíû â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âîçðàñ-
òàíèÿ äâîè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

1.3.3 Äåêîäèðîâàíèå êîäà Õýììèíãà
Êîä Õýììèíãà äîïóñêàåò ñàìîå ïðîñòîå äåêîäèðîâàíèå. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå
êîäà Õýììèíãà Hn ïîñðåäñòâîì ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû, ñòîëáöû êîòîðîé çàïèñàíû â
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå:

Hm = [B(1), B(2), . . . , B(n)],

çäåñü Hm � ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîäà Hn, m = log(n + 1), B(i) � äâîè÷íîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ÷èñëà i. Èñïîëüçóÿ ýòó ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó Hm, ìîæíî îïðåäåëèòü êîä
Õýììèíãà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Hn = { x = (x1, . . . , xn) : x ∈ En,

n∑
i=1

B(i) · xi = 0m}.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð Sy = HyT , ãäå H � ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà ëèíåéíîãî êîäà,
íàçûâàåòñÿ ñèíäðîìîì âåêòîðà y.
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Ïóñòü â êàíàëå ñâÿçè ïðè ïåðåäà÷å âåêòîðà x ïðîèçîøëà îäíà îøèáêà â i-é êîîð-
äèíàòå è ïîëó÷åí âåêòîð y. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîäîâîãî ñëîâà
x êîäà Hn âûïîëíÿåòñÿ HxT = 0m, íàéäåì ñèíäðîì âåêòîðà y:

Sy = HyT = HxT + HeT
i = HeT

i = B(i).

Ñèíäðîì Sy ðàâåí ñòîëáöó, íîìåð êîòîðîãî i ÿâëÿåòñÿ íîìåðîì îøèáî÷íîé êîîð-
äèíàòû âåêòîðà y. Çäåñü ei � äâîè÷íûé âåêòîð äëèíû n ñ åäèíèöåé òîëüêî â i-é
êîîðäèíàòå.

Ïîçäíåå (ñì. ãë. 5, ïîäðàçä. 5.4.1.) áóäåò ðàññìîòðåí ïðèìåð êîäà Õýììèíãà íàä
ïîëåì Ãàëóà GF (q) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî q = pm, ãäå p � ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî.

Óïðàæíåíèå 11. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå 3.

1.4 Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ íîâûõ êîäîâ
Çäåñü ðàññìîòðèì íåñêîëüêî îáùèõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ êîäîâ, êàê ëèíåéíûõ, òàê è
íåëèíåéíûõ. Â ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ êîäîâ èõ ïàðàìåòðû áóäóò çàêëþ÷åíû
â êâàäðàòíûå ñêîáêè, â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ êîäîâ � â êðóãëûå ñêîáêè.

1. Ìåòîä êîìáèíèðîâàíèÿ êîäîâ

Òåîðåìà 8 Ïóñòü G1, G2 � ïîðîæäàþùèå ìàòðèöû äëÿ [n1, k, d1] è [n2, k, d2] �
êîäîâ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà êîäû ñ ïîðîæäàþùèìè ìàòðèöàìè

(
G1 0
0 G2

)
è

(
G1 | G2

)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé [n1 +n2, 2k,min{d1, d2}]- è [n1 +n2, k, d]-êîäû ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè÷åì d > d1 + d2.

2. Äîáàâëåíèå îáùåé ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü

Èç äâîè÷íîãî êîäà C ñ ïàðàìåòðàìè (n, |C|, d), ãäå d íå÷åòíî, îáðàçóåì íîâûé êîä
C ′ ñ ïàðàìåòðàìè (n + 1, |C|, d + 1), íàçûâàåìûé ðàñøèðåííûì êîäîì äîáàâëÿÿ 0 â
êîíöå êàæäîãî êîäîâîãî ñëîâà C ÷åòíîãî âåñà è äîáàâëÿÿ 1 â êîíöå êàæäîãî êîäîâîãî
ñëîâà íå÷åòíîãî âåñà. Âñå êîäîâûå ñëîâà êîäà C ′ èìåþò, î÷åâèäíî, ÷åòíûé âåñ. Êîä
C ′ óäîâëåòâîðÿåò îáùåìó óðàâíåíèþ ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü

x1 + x2 + . . . + xn+1 = 0.

Äëÿ ëèíåéíûõ êîäîâ ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîäà C ′ èìååò âèä



1 . . . 1
0

H
...
0


 ,

ãäå H � ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà èñõîäíîãî êîäà C. Òàêîé êîä íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííûì
êîäîì.
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3. Âûêàëûâàíèå êîäîâûõ êîîðäèíàò

Âûêàëûâàíèå êîäîâûõ êîîðäèíàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäàëåíèå îäíîé è áîëåå êî-
îðäèíàò âî âñåõ êîäîâûõ ñëîâàõ. Åñëè èñõîäíûé êîä C èìåë ïàðàìåòðû: (n, |C|, d),
òî êîä C ′, ïîëó÷åííûé âûêàëûâàíèåì îäíîé êîîðäèíàòû èç C, èìååò ñëåäóþùèå ïà-
ðàìåòðû: (n− 1, |C ′|, d′), ãäå |C ′| ≤ |C|, d− 1 ≤ d′ ≤ d (çàìåòèì, ÷òî |C| = |C ′|, åñëè
d > 1).

4. Êîä ñ âûáðàñûâàíèåì

Êîä ñ âûáðàñûâàíèåì ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãî óäàëåíèåì âñåõ ñëîâ íå÷åòíîãî
(èëè ÷åòíîãî) âåñà. Èç êîäà ñ ïàðàìåòðàìè (n, k, d) ïîëó÷àåòñÿ êîä (n, k′, d′), ãäå
k′ ≤ k, d′ ≥ d è ÷àñòî d′ > d (íàïðèìåð, åñëè d � íå÷åòíîå è óäàëåíû âñå ñëîâà
íå÷åòíîãî âåñà).

Âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êîäû ñ âûáðàñûâàíèåì ñëîâ íåêîòîðîãî
âåñà, íàïðèìåð, ìàëîãî èëè áîëüøîãî.

5. Ïîïîëíåíèå êîäà Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíûé êîä â En. Ðàññòîÿíèå d(C, x)

ìåæäó âåêòîðîì x ∈ En è êîäîì C îïðåäåëÿåòñÿ êàê

d(C, x) = min
y∈C

d(y, x).

Ëåììà 1 Åñëè C � ëèíåéíûé êîä ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d è åñëè íàéäåòñÿ
òàêîé âåêòîð x, ÷òî d(C, x) ≥ d, òî ìíîæåñòâî C ∪ (C + x) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
êîäîì ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d.

Óïðàæíåíèå 12. Äîêàçàòü ëåììó 1.

Ïîïîëíåíèå êîäà C ñ ïàðàìåòðàìè [n, k, d] äîáàâëåíèåì íîâûõ ñëîâ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñëåäóþùåå: åñëè â En íàéäåòñÿ âåêòîð a òàêîé, ÷òî d(C, a) ≥ d, òî äîáàâèì ê
èñõîäíîìó êîäó ìíîæåñòâî C+a. Ïðè ýòîì ïîëó÷èì êîä òîé æå äëèíû n, ðàçìåðíîñòè
k + 1.

6. Óêîðî÷åíèå êîäà

Óêîðî÷åíèå êîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

à) âûáèðàåì âñå êîäîâûå ñëîâà, ó êîòîðûõ êîîðäèíàòà i ðàâíà 0 (ëèáî 1). Êàê
ïðàâèëî, âûáèðàåòñÿ áîëåå ìîùíàÿ ÷àñòü êîäîâîé ìàòðèöû ñ ôèêñèðîâàííîé êîîð-
äèíàòîé i, åñëè òàêîâîé íåò, êàê, íàïðèìåð, â ëèíåéíûõ êîäàõ, òî âûáèðàþòñÿ âñå
êîäîâûå ñëîâà, ó êîòîðûõ êîîðäèíàòà i ðàâíà 0;

á) óäàëÿåì ýòó êîîðäèíàòó â âûáðàííûõ ñëîâàõ.
Èç êîäà C ñ ïàðàìåòðàìè (n, |C|, d) ïîëó÷àåòñÿ (n − 1, |C ′|, d′)�êîä C ′, ãäå |C ′| ≥

|C|/2, d′ ≥ d.

Óïðàæíåíèå 13. Ïîñòðîèòü ðàñøèðåííûé êîä Õýììèíãà äëèíû 8 äîáàâëåíèåì
îáùåé ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü. Äîêàçàòü, ÷òî êîä èìååò ðàññòîÿíèå 4, îáíàðóæèâàåò 2
îøèáêè è èñïðàâëÿåò îäíó îøèáêó.
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1.4.1 Êîíñòðóêöèÿ Ïëîòêèíà
Ðàññìîòðèì åùå îäèí ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êîäîâ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò,
èìåÿ â êà÷åñòâå ñòàðòîâûõ êîäû ìàëûõ äëèí ñ îïòèìàëüíûìè èëè áëèçêèìè ê îï-
òèìàëüíûì ïàðàìåòðàìè, ñòðîèòü áåñêîíå÷íûå ñåðèè êîäîâ ñ òàêèìè æå õîðîøè-
ìè ïàðàìåòðàìè. Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå íåòðóäíî äîêàçûâàåìîå
óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x è y èç En ñïðàâåäëèâî

w(x + y) ≥ w(x)− w(y).

Òåîðåìà 9 (Ïëîòêèí Ì., 1960, ñì. [1]). Ïóñòü C è D � äâîè÷íûå (n,M1, d1)
è (n,M2, d2)-êîäû ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ìíîæåñòâî

C2n = {(x, x + y) : x ∈ C, y ∈ D}

ÿâëÿåòñÿ (2n,M1 ·M2, d = min{2d1, d2})-êîäîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = (x, x+y), v = (x′, x′+y′)− ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå

êîäîâûå ñëîâà êîäà C2n, ãäå x, x′ ∈ C, y, y′ ∈ D.
Åñëè y = y′, òî

d(u, v) = d((x, x), (x′, x′)) = 2d(x, x′) ≥ 2d1.

Ïóñòü y 6= y′, òîãäà, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 4, ïîëó÷àåì

d(u, v) = w(x− x′) + w(x + y − x′ − y′) =

= w(x− x′) + w((y − y′) + (x− x′)) ≥
≥ w(x− x′) + w(y − y′)− w(x− x′) = w(y − y′) = d2.

N

Óïðàæíåíèå 14. Äîêàçàòü òåîðåìó 8.

Óïðàæíåíèå 15. Íàéòè ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó ðàñøèðåííîãî êîäà Õýììèíãà
äëèíû 16, ïîñòðîåííîãî ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè Ïëîòêèíà. Êàêèå êîäû äëÿ ýòîãî
íóæíî èñïîëüçîâàòü?

1.5 Òåîðåìà Ãëàãîëåâà
Â ýòîì ðàçäåëå ìíîæåñòâî ñòðîê ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû êîäà áóäåì íàçûâàòü áàçî-
âûì ìíîæåñòâîì (èëè áàçîé).

Òåîðåìà 10 (Ãëàãîëåâ Â. Â., 1971). Äëÿ ëþáîãî äâîè÷íîãî ëèíåéíîãî
[n, k, d]�êîäà C ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé êîä C ′ ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè òàêîé, ÷òî
åãî áàçîâîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç êîäîâûõ ñëîâ ìèíèìàëüíîãî âåñà d.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1, u2, . . . , us � ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ êîäîâûõ ñëîâ âåñà d äàííîãî [n, k, d]�êîäà C. Ïóñòü s < k. Âñå êîäîâûå
ñëîâà êîäà

C \ < u1, u2, . . . , us >

èìåþò âåñ áîëüøå d. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå êîäîâîå ñëîâî

v1 ∈ C \ < u1, u2, . . . , us >

íàèìåíüøåãî âåñà d′ è ðàñøèðèì ìíîæåñòâî {u1, u2, . . . , us, v1} äî áàçû

{u1, u2, . . . , us, v1, . . . , vk−s}

êîäà C, ãäå âåêòîðû v1, . . . , vk−s ÿâëÿþòñÿ ëèäåðàìè êëàññîâ ñìåæíîñòåé íàèìåíü-
øåãî âåñà â êîäå C ïî ïîäêîäó < u1, u2, . . . , us > è èìåþò âåñà íå ìåíüøå d′.

Çàìåíèì êîäîâîå ñëîâî v1 íà âåêòîð x1, ìåíÿÿ ëþáûå d′− d íåíóëåâûõ êîîðäèíàò
êîäîâîãî ñëîâà v1 íà íóëè. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

C ′ =< u1, u2, . . . , us, x1, v2, . . . , vk−s >

ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íûì êîäîì ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì êîäîâûõ ñëîâ ðàâíûì d, ïîñêîëüêó
< u1, u2, . . . , us > íå èçìåíèëîñü, à êîäîâûå ñëîâà êîäà C \ < u1, u2, . . . , us >
èçìåíèëèñü, ñàìîå áîëüøåå, â d′ − d êîîðäèíàòàõ, ò. å. â êàæäîì âåêòîðå (íà÷èíàÿ ñ
ëèäåðà) ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ñìåæíîñòè vi + < u1, u2, . . . , us > èçìåíèëîñü íå áîëåå
d′ − d êîîðäèíàò è íîâûé âåêòîð èìååò âåñ íå ìåíåå d, i = 1, . . . , k − s.

Ïîêàæåì, ÷òî ðàçìåðíîñòü êîäà C ′ ðàâíà k. Åñëè ýòî íå òàê, òî âåêòîð x1 ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ u1, u2, . . . , us, v2, . . . , vk−s, è, ñëåäîâàòåëüíî,
x1 ∈ C. Òàê êàê w(v1 − x1) < w(v1), òî x1, v1 − x1 ∈< u1, u2, . . . , us >. Îòñþäà
v1 ∈< u1, u2, . . . , us >. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî

v1 ∈ C \ < u1, u2, . . . , us > .

Ñëåäîâàòåëüíî êîä C ′ èìååò òå æå ïàðàìåòðû, ÷òî è êîä C, íî áîëüøåå ïî ìîùíîñòè
ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîäîâûõ ñëîâ âåñà d.

Ïîñòóïàÿ ñ êîäîì C ′ òàê æå êàê è ñ êîäîì C, íå áîëåå ÷åì çà k øàãîâ íàéäåì
èñêîìûé êîä. N

Çàìå÷àíèå. Â 1992 ã. Þ. Ñèìîíèñ íåçàâèñèìî äîêàçàë àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ
q-çíà÷íûõ ëèíåéíûõ êîäîâ íàä GF (q).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 10 è óòâåðæäåíèÿ 3 î åäèíñòâåí-
íîñòè êîäà Õýììèíãà.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîäà Õýììèíãà ñóùåñòâóåò áàçîâîå ìíîæå-
ñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîäîâûõ ñëîâ âåñà 3.

Óïðàæíåíèå 16. Íàéòè (êîíñòðóêòèâíî) áàçîâîå ìíîæåñòâî êîäà Õýììèíãà
ïðîèçâîëüíîé äîïóñòèìîé äëèíû, ñîñòîÿùåå èç êîäîâûõ ñëîâ âåñà 3.

Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü êîíñòðóêöèþ Âàñèëüåâà.
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Óïðàæíåíèå 17. Äîêàçàòü òåîðåìó Þ. Ñèìîíèñà.



Ãëàâà 2

Äåêîäèðîâàíèå

2.1 Äåêîäèðîâàíèå äâîè÷íûõ êîäîâ
Ïóñòü ñîîáùåíèå u = (u1, . . . , uk) çàêîäèðîâàíî êîäîâûì ñëîâîì x = (x1, . . . , xn),
êîòîðîå ïåðåäàåòñÿ ïî êàíàëó ñâÿçè ñ øóìîì. Ïðèíÿòûé âåêòîð y = (y1, . . . , yn)
ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò x. Ââåäåì âåêòîð îøèáîê

e = y − x = (e1, . . . , en),

ãäå ei = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − p, ei = 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ p (èñêàçèëñÿ i-é ñèìâîë),
p � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå 0 < p < 1/2.

Çàäà÷à äåêîäåðà ðåøèòü íà îñíîâàíèè ïðèíÿòîãî ñëîâà y, êàêîå ñîîáùåíèå u èëè,
÷òî, êàê ïðàâèëî, óäîáíåå, êàêîå êîäîâîå ñëîâî x áûëî ïåðåäàíî. Åñëè äåêîäåð íàéäåò
ñëîâî e, òî ëåãêî âû÷èñëèòü êîäîâîå ñëîâî x = y − e. Íî äåêîäåð ÷àñòî íå ìîæåò
îïðåäåëèòü â òî÷íîñòè, ÷åìó ðàâåí âåêòîð îøèáîê e. Â ýòîì ñëó÷àå åãî ñòðàòåãèÿ
çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå íàèáîëåå âåðîÿòíîãî âåêòîðà îøèáîê e.

Îïèøåì äåêîäèðîâàíèå â áëèæàéøåå êîäîâîå ñëîâî èëè äåêîäèðîâàíèå ïî ìàê-
ñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ (äëÿ äâîè÷íîãî ñèììåòðè÷íîãî êàíàëà ñâÿçè ýòè ìåòîäû äå-
êîäèðîâàíèÿ ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó ìåòðèêà Õýììèíãà ñîãëàñîâàíà ñ äâîè÷íûì ñèì-
ìåòðè÷íûì êàíàëîì). Ïîñêîëüêó îøèáêè ïðîèñõîäÿò íåçàâèñèìî ñ âåðîÿòíîñòüþ p,
òî äëÿ âåêòîðà îøèáîê e äëèíû n èìååì

P{e = (000 . . . 0)} = (1− p)n,
P{e = (010 . . . 0)} = p · (1− p)n−1,
. . .
P{e = v, w(v) = k} = pk · (1− p)n−k,

ãäå e � âåêòîð îøèáêè äëèíû n.
Òàê êàê p < 1/2, òî 1− p > p è, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî

(1− p)n > p · (1− p)n−1 > . . . > pk · (1− p)n−k > . . . .

Äðóãèìè ñëîâàìè, ôèêñèðîâàííûé âåêòîð îøèáîê âåñà 1 áîëåå âåðîÿòåí, ÷åì âåê-
òîð îøèáîê âåñà 2, è ò. ä. Îòñþäà íàïðàøèâàåòñÿ ñòðàòåãèÿ äåêîäèðîâàíèÿ: y äåêîäè-
ðóåòñÿ â áëèæàéøåå êîäîâîå ñëîâî x èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âûáèðàåòñÿ âåêòîð îøèáîê
e íàèìåíüøåãî âåñà. Òàêàÿ ïðîöåäóðà äåêîäèðîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ äåêîäèðîâàíèåì ïî

23
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ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ (ò. å. â âûáîðå íàèáîëåå âåðîÿòíîãî âåêòîðà îøèáîê e äëÿ
äàííîãî ïðèíÿòîãî âåêòîðà y) èëè äåêîäèðîâàíèåì â áëèæàéøåå êîäîâîå ñëîâî.

Äëÿ êîäîâ, ìîùíîñòü êîòîðûõ íåâåëèêà, äîïóñòèìî äåêîäèðîâàíèå ïîëíûì ïåðå-
áîðîì, íî, î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñòðàòåãèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé. Îäíîé èç ãëàâíûõ
öåëåé òåîðèè êîððåêòèðóþùèõ êîäîâ ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóèðîâàíèå êîäîâ ñ ýôôåêòèâ-
íûìè ïðîöåäóðàìè äåêîäèðîâàíèÿ.

2.2 Ëèíåéíûå êîäû. Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíîãî êîäà
2.2.1 Ñòàíäàðòíîå ðàñïîëîæåíèå. Ñèíäðîì
Äëÿ ëèíåéíûõ êîäîâ ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ îñîáûå ïðîöåäóðû äåêîäèðîâàíèÿ � ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñèíäðîìîâ è òàáëèöû ñòàíäàðòíîãî ðàñïîëîæåíèÿ.

Ïóñòü C � ëèíåéíûé äâîè÷íûé [n, k]-êîä (âñå äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ â ýòîì
ïóíêòå ñïðàâåäëèâû äëÿ ëèíåéíûõ êîäîâ íàä ïîëåì èç q ≥ 2 ýëåìåíòîâ). Äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà a ìíîæåñòâî

a + C = {a + x | x ∈ C}
íàçûâàåòñÿ ñìåæíûì êëàññîì (èëè ñäâèãîì) êîäà C. Êàæäûé ñìåæíûé êëàññ ñî-
äåðæèò 2k âåêòîðîâ, äâà âåêòîðà a è b ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ñìåæíîìó
êëàññó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a − b ∈ C. Ëþáûå äâà ñìåæíûõ êëàññà ëèáî íå
ïåðåñåêàþòñÿ ëèáî ñîâïàäàþò (÷àñòè÷íîå ïåðåñå÷åíèå íåâîçìîæíî). Ýòîò ôàêò ëåãêî
äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî.

Òàêèì îáðàçîì, n-ìåðíûé åäèíè÷íûé êóá En ìîæíî ðàçáèòü íà êëàññû ñìåæíîñòè
ïî ëèíåéíîìó êîäó C:

En = C ∪ (a1 + C) ∪ . . . ∪ (am + C),

ãäå m = 2n−k − 1.
Âåêòîð y, ïðèíÿòûé äåêîäåðîì, ïîïàäàåò â íåêîòîðûé i-é êëàññ ñìåæíîñòè

y ∈ ai + C,

ò. å. y = ai +x äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ C. Åñëè áûëî ïåðåäàíî ñëîâî x′, òî âåêòîð îøèáîê
âû÷èñëÿåòñÿ êàê

e = y − x′ = ai + x− x′ = ai + x′′ ∈ ai + C,

ò. å. âåêòîð îøèáîê ïðèíàäëåæèò òîìó æå i-ìó êëàññó ñìåæíîñòè. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè ïîëó÷èëè âåêòîð y èç i-ãî êëàññà ñìåæíîñòè, òî âîçìîæíûìè âåêòîðàìè îøèáîê
áóäóò âñå âåêòîðû i-ãî ñìåæíîãî êëàññà. Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ñòðàòåãèÿ äå-
êîäåðà: èç ñìåæíîãî êëàññà, ñîäåðæàùåãî âåêòîð y, âûáèðàåòñÿ âåêòîð e íàèìåíüøåãî
âåñà. Åñëè òàêèõ âåêòîðîâ íåñêîëüêî, òî âûáèðàåòñÿ ëþáîé èç íèõ. Äàëåå ïðîèçâî-
äèòñÿ äåêîäèðîâàíèå y êàê

x = y − e.

Âåêòîð ìèíèìàëüíîãî âåñà èç ñìåæíîãî êëàññà íàçûâàåòñÿ ëèäåðîì ñìåæíîãî êëàñ-
ñà.

Îïèøåì òàáëèöó, íàçûâàåìóþ ñòàíäàðòíûì ðàñïîëîæåíèåì äëÿ êîäà. Ñòàíäàðò-
íîå ðàñïîëîæåíèå � óäîáíûé ñïîñîá îïèñàíèÿ ðàáîòû äåêîäåðà. Â ïåðâóþ ñòðîêó
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òàáëèöû ïîìåùàþòñÿ ñîîáùåíèÿ, âî âòîðóþ � êîäîâûå âåêòîðû, ïðè÷åì â ïåðâîì
ñòîëáöå ñòîèò íóëåâîé âåêòîð: x1 = 0, x2, . . . , x2k . Â òðåòüþ ñòðîêó ïîä íóëåâûì
âåêòîðîì ïîìåùàåòñÿ ëèäåð a1 íåêîòîðîãî êëàññà ñìåæíîñòè ïî êîäó C è ñòðîêà
çàïîëíÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîä êîäîâûì ñëîâîì xi ñòîÿëî ñëîâî a1 + xi. Ñëå-
äóþùèå ñòðîêè çàïîëíÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå
èñ÷åðïàþòñÿ âñå âåêòîðû èç En.

Ñîîáùåíèå u1 u2 · · · u2k Ñèíäðîì
Êîä x1 = 0 x2 · · · x2k

S0

Ïåðâûé ñìåæíûé êëàññ a1 a1 + x2 · · · a1 + x2k
Sa1

Âòîðîé ñìåæíûé êëàññ a2 a2 + x2 · · · a2 + x2k
Sa2

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
m = (2n−k − 1)-é
ñìåæíûé êëàññ am am + x2 · · · am + x2k

Sam

Ïî ïîñòðîåíèþ â òàáëèöå ñòàíäàðòíîãî ðàñïîëîæåíèÿ â ñòðîêàõ íàõîäÿòñÿ êëàññû
ñìåæíîñòè ñ ëèäåðàìè êëàññîâ ñìåæíîñòè, ðàñïîëîæåííûìè â ïåðâîì ñòîëáöå.
Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå çàïèñûâàþòñÿ ñèíäðîìû ëèäåðîâ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîöåññ
äåêîäèðîâàíèÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñòîëáöà ñèíäðîìîâ.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ëèíåéíîãî [4, 2]-êîäà (ñì. [1], ñ. 26) ñ ïîðîæäàþ-
ùåé ìàòðèöåé

G =

[
1 0 1 1
0 1 0 1

]
.

Òàáëèöà ñòàíäàðòíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áåç ñòîëáöà ñèíäðîìîâ äëÿ ýòîãî êîäà èìååò
âèä

Ñîîáùåíèå 00 10 01 11
Êîä 0000 1011 0101 1110

Ïåðâûé ñìåæíûé êëàññ 1000 0011 1101 0110
Âòîðîé ñìåæíûé êëàññ 0100 1111 0001 1010
Òðåòèé ñìåæíûé êëàññ 0010 1001 0111 1100

Êàêèì îáðàçîì äåéñòâóåò äåêîäåð?
• Èùåò â òàáëèöå ïîëó÷åííîå íà âûõîäå êàíàëà ñâÿçè ñëîâî y, íàïðèìåð, y =

(1101).
• Ïðèíèìàåò ðåøåíèå, ÷òî âåêòîð îøèáîê e � ýòî ëèäåð êëàññà ñìåæíîñòè, ñî-

äåðæàùåãî âåêòîð y, ò. å. e = (1000).
• Äàëåå âåêòîð y äåêîäèðóåòñÿ â âåêòîð x = y − e = (1101) + (1000) = (0101) è

äåëàåòñÿ âûâîä, ÷òî èñõîäíîå ñîîáùåíèå áûëî ðàâíî (01).

Î÷åâèäíî, ÷òî äåêîäèðîâàíèå, èñïîëüçóþùåå ñòàíäàðòíîå ðàñïîëîæåíèå, ÿâëÿåò-
ñÿ äåêîäèðîâàíèåì ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ.

Åñëè ëèíåéíûé êîä èìååò íåáîëüøèå ïàðàìåòðû, òî òàáëèöà ñòàíäàðòíîãî ðàñïî-
ëîæåíèÿ î÷åíü óäîáíà äëÿ ïðîöåññà äåêîäèðîâàíèÿ. Íî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òàêàÿ
ïðîöåäóðà íåýôôåêòèâíà, òàê êàê òðåáóåò áîëüøîãî îáúåìà âû÷èñëåíèé. Íàïðèìåð,
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åñëè âçÿòü ëèíåéíûé êîä äëèíû 100 è ðàçìåðíîñòè 70, òî òàáëèöà äåêîäèðîâàíèÿ
ñîäåðæèò 270 ñòîëáöîâ è 230 ñòðîê, ò. å. èìååò î÷åíü áîëüøèå ðàçìåðû.

Ïðîöåññ äåêîäèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü óïðîùåí ñ ïîìîùüþ ñèíäðîìîâ. Äëÿ äåêî-
äèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî âûïèñàòü ëèäåðû ñìåæíûõ êëàññîâ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ñèíäðîìû. Ïîñëå òîãî êàê ïîëó÷åí âåêòîð y, âû÷èñëÿåòñÿ åãî ñèíäðîì Sy = HyT .
Äàëåå îòûñêèâàåòñÿ ëèäåð ñìåæíîãî êëàññà ai ñ òåì æå ñèíäðîìîì è âû÷èòàíèå
ýòîãî ëèäåðà èç âåêòîðà y

x = y − ai

äàåò ïðåäïîëîæèòåëüíî ïîñëàííûé âåêòîð x.

2.2.2 Ñâîéñòâà ñèíäðîìà
1. Åñëè ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà ëèíåéíîãî êîäà èìååò (n − k) ñòðîê, òî ñèíäðîì

Sy ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà y ∈ En ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì äëèíû (n− k).

2. Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíîãî êîäà âåêòîð y ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà HyT = 0, òî ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 5. Ñèíäðîì Sy âåêòîðà y ðàâåí 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y
ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì âåêòîðîì.

3. Ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 6. Äëÿ äâîè÷íîãî ëèíåéíîãî êîäà ñèíäðîì Sy ïðèíÿòîãî âåêòîðà
y ðàâåí ñóììå òåõ ñòîëáöîâ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H, ãäå ïðîèçîøëè îøèáêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîëó÷åí âåêòîð y = x+e, ãäå x � êîäîâûé âåêòîð. Òîãäà
ïî îïðåäåëåíèþ ñèíäðîìà è èç óòâåðæäåíèÿ 5 èìååì

Sy = HyT = H(x + e)T = HxT + HeT = HeT .

Ïóñòü e èìååò "1" â êîîðäèíàòàõ ñ íîìåðàìè i1, i2, . . ., is, ò. å.

supp(e) = {i1, i2, . . . , is}
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçîøëè îøèáêè â i1, i2, . . . , is êîîðäèíàòàõ. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì

HeT =
s∑

k=1

eikhik = hi1 + hi2 + . . . + his ,

ãäå hik � ýòî ik-é ñòîëáåö ìàòðèöû H. Ñëåäîâàòåëüíî,

Sy =
s∑

k=1

hik ,

ò. å. äåéñòâèòåëüíî ñèíäðîì âûäåëÿåò òå ïîçèöèè âåêòîðà, ãäå ïðîèçîøëè îøèáêè. N

4. Èìååò ìåñòî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñèíäðîìàìè è ñìåæ-
íûìè êëàññàìè.
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Óòâåðæäåíèå 7. Äâà âåêòîðà u è v ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ñìåæ-
íîìó êëàññó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ñèíäðîìû ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äâà ýëåìåíòà ãðóïïû u è v ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå
ñìåæíîìó êëàññó ïî äàííîé ïîäãðóïïå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u−v ïðèíàäëåæèò
ýòîé ïîäãðóïïå. Â íàøåì ñëó÷àå ïîäãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ êîä C, ò. å. u − v ∈ C. Òîãäà
ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíîãî êîäà âûïîëíÿåòñÿ

H(u− v)T = 0.

Îòñþäà HvT = HuT . N

Òàêèì îáðàçîì, ñèíäðîì ñîäåðæèò âñþ èíôîðìàöèþ, êîòîðóþ èìååò äåêîäåð îá
îøèáêàõ: ïî ïðèíÿòîìó ñëîâó y âû÷èñëÿåòñÿ ñèíäðîì Sy. Ïî óòâåðæäåíèþ 6 ñèí-
äðîì ðàâåí ñóììå òåõ ñòîëáöîâ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû, ãäå ïðîèçîøëè îøèáêè. Ïî
ñèíäðîìó èùåòñÿ ëèäåð ñìåæíîãî êëàññà, òî åñòü âåêòîð îøèáîê è äàëåå � êîäîâîå
ñëîâî.

Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå ñèíäðîìà äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà. Ñíà÷àëà ïî
ïîðîæäàþùåé ìàòðèöå G íàéäåì ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó H:

G =

(
1 0 1 1
0 1 0 1

)
−→ H =

(
1 0 1 0
1 1 0 1

)
.

Çàòåì âû÷èñëèì ñèíäðîì äëÿ ñìåæíîãî êëàññà ñ ëèäåðîì (1000), îí ðàâåí
(

1
1

)
,

ò. å. ïåðâîìó ñòîëáöó ìàòðèöû H. Äàëåå âû÷èñëèì âñå ñèíäðîìû è çàïèøåì èõ â
òàáëèöó ñèíäðîìîâ.

Ñîîáùåíèå Ëèäåð Ñèíäðîì
Êîä 0000

(
0
0

)

Ïåðâûé ñìåæíûé êëàññ 1000

(
1
1

)

Âòîðîé ñìåæíûé êëàññ 0100

(
0
1

)

Òðåòèé ñìåæíûé êëàññ 0010

(
1
0

)

Ïóñòü ïîëó÷åíî ñëîâî y = (1100). Âû÷èñëèì åãî ñèíäðîì:

HyT =

(
1 0 1 0
1 1 0 1

)



1
1
0
0


 =

(
1
0

)
,

îí ðàâåí òðåòüåìó ñòîëáöó ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H. Åìó îòâå÷àåò ëèäåð ñìåæíîãî
êëàññà (0010), îí æå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì âåêòîðîì îøèáîê, ò. å.

x = y − (0010) = (1100) + (0010) = (1110).

Îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî áûëî ïåðåäàíî êîäîâîå ñëîâî (1110).
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Óïðàæíåíèå 18. Ïîñòðîèòü òàáëèöó ñòàíäàðòíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äëÿ êîäà ñ
ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé 


0 1 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1




è äåêîäèðîâàòü äâà ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðà, îäèí íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ òàáëè-
öû ñòàíäàðòíîãî ðàñïîëîæåíèÿ, äðóãîé âåêòîð � ñ ïîìîùüþ òàáëèöû ñèíäðîìîâ.

2.3 Âåðîÿòíîñòü îøèáêè äåêîäèðîâàíèÿ
Îïðåäåëåíèå. Âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè äåêîäèðîâàíèÿ èëè âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè
íà ñëîâî Pîø äëÿ äàííîé ñõåìû äåêîäèðîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ
íåêîäîâîãî ñëîâà íà âûõîäå äåêîäåðà.

Ïóñòü äàí ëèíåéíûé êîä äëèíû n ìîùíîñòè M ñ êîäîâûìè ñëîâàìè

{x1, . . . , xM},

ãäå êîäîâûå ñëîâà èñïîëüçóþòñÿ ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ. Îáîçíà÷èì âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî íà âûõîäå äåêîäåðà ïîëó÷åíî ñëîâî y 6= xi ïðè ïåðåäàííîì xi ÷åðåç

P (y 6= xi|xi).

Òîãäà

Pîø =
1

M

M∑
i=1

P (y 6= xi|xi),

ò. å. âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà ñëîâî ðàâíà ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè íåïðàâèëüíîãî äåêîäè-
ðîâàíèÿ.

Ïðè äåêîäèðîâàíèè, èñïîëüçóþùåì ñòàíäàðòíîå ðàñïîëîæåíèå, ïðàâèëüíîå äåêî-
äèðîâàíèå èìååì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð îøèáîê ñîâïàäàåò ñ ëèäåðîì
ñìåæíîãî êëàññà. Èíà÷å ãîâîðÿ, âåðîÿòíîñòü îøèáêè â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà

Pîø = P{e 6= ëèäåð ñìåæíîãî êëàññà}.

Åñëè èìååì αi ëèäåðîâ ñìåæíûõ êëàññîâ âåñà i, i = 0, . . . , n, òî âåðîÿòíîñòü
ïðàâèëüíîãî äåêîäèðîâàíèÿ Pïð.äåê. ðàâíà

Pïð.äåê. =
n∑

i=0

αip
i(1− p)n−i, (2.1)

ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî äåêîäèðîâàíèÿ êîäîâîãî ñëîâà ñ íåêîòîðûì âåê-
òîðîì îøèáîê v âåñà i ðàâíà

pi(1− p)n−i

(ñì. ðàçä. 2.1).
Òàê êàê ñòàíäàðòíîå ðàñïîëîæåíèå îáåñïå÷èâàåò äåêîäèðîâàíèå ïî ìàêñèìóìó

ïðàâäîïîäîáèÿ, òî ëþáàÿ äðóãàÿ ñõåìà áóäåò èìåòü âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî äåêî-
äèðîâàíèÿ ìåíüøå, ÷åì (2.1), à ñëåäîâàòåëüíî, è âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïðîèçâîëüíàÿ
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ñõåìà äåêîäèðîâàíèÿ áóäåò èìåòü íå ìåíüøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïðè äåêîäè-
ðîâàíèè, èñïîëüçóþùåì ñòàíäàðòíîå ðàñïîëîæåíèå, ïîñêîëüêó

Pîø = 1− Pïð.äåê. = 1−
n∑

i=0

αip
i(1− p)n−i. (2.2)

Äëÿ êîäà, ïðèâåäåííîãî âûøå, èìååì α0 = 1, α1 = 3. Òàêèì îáðàçîì, ïðè p = 1
100

ïîëó÷èì
Pîø = 1− (1− p)4 − 3p(1− p)3 = 0, 0103 . . . .

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé êîä ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì d = 2t + 1. Ïî òåîðåìå 3
îí èñïðàâëÿåò t îøèáîê è, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé âåêòîð âåñà íå áîëüøå t ÿâëÿåòñÿ
ëèäåðîì ñìåæíîãî êëàññà, ò. å.

αi = Ci
n, 0 ≤ i ≤ t.

Åñëè âåðîÿòíîñòü p îøèáêè â êàíàëå î÷åíü ìàëà, òî (1− p) ≈ 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,
pi+1(1− p)n−i−1 = o(pi(1− p)n−i).

Îòáðàñûâàÿ â ðàâåíñòâå (2.2) âñå ÷ëåíû, íà÷èíàÿ ñ i > t, ïîëó÷èì ôîðìóëó,
àïïðîêñèìèðóþùóþ ôîðìóëó (2.2) äîñòàòî÷íî òî÷íî:

Pîø ∼ 1−
t∑

i=0

Ci
np

i(1− p)n−i. (2.3)

Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ d = 2t + 2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ àï-
ïðîêñèìàöèþ ôîðìóëû (2.2):

Pîø ∼ 1−
t∑

i=0

Ci
np

i(1− p)n−i − αt+1p
t+1(1− p)n−t−1. (2.4)

Åñëè αi = 0 ïðè i > t = b(d − 1)/2c, òî ôîðìóëà (2.3) ñòàíîâèòñÿ òî÷íîé;
ïðè i > t + 1 ñòàíîâèòñÿ òî÷íîé ôîðìóëà (2.4). Â ïåðâîì ñëó÷àå êîä íàçûâàåòñÿ
ñîâåðøåííûì, âî âòîðîì � êâàçèñîâåðøåííûì.

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà
En íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ øàðû ðàäèóñà t (òàê êàê êîä ìîæåò èñïðàâëÿòü íå áîëüøå,
÷åì t îøèáîê). Âî âòîðîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó êîä èñïðàâëÿåò âñå îøèáêè âåñà íå
áîëüøå t, íåêîòîðûå îøèáêè âåñà t+ 1 è íå ìîæåò èñïðàâëÿòü íè îäíîé îøèáêè âåñà
áîëüøå, ÷åì t+1, èìååì ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà En øàðàìè ðàäèóñà t+1. Ïðè ýòîì
øàðû ðàäèóñà t + 1 ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ.

Áîëåå òîíêîé ìåðîé êà÷åñòâà äåêîäèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà
ñèìâîë.

Ïóñòü èìååì ëèíåéíûé êîä ìîùíîñòè M = 2k ñ êîäîâûìè ñëîâàìè x1, . . . , xM , ãäå
ïåðâûå k ñèìâîëîâ xi

1, . . . , xi
k â êàæäîì ñëîâå ÿâëÿþòñÿ èíôîðìàöèîííûìè. Ïóñòü

y = (y1, . . . , yn) � ñëîâî íà âûõîäå äåêîäåðà.
Îïðåäåëåíèå. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà ñèìâîë Pñèìâ. ðàâíà ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè
òîãî, ÷òî ïîñëå äåêîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèîííûé ñèìâîë ÿâëÿåòñÿ îøèáî÷íûì:

Pñèìâ. =
1

kM

k∑
j=1

M∑
i=1

P{yj 6= xi
j|xi áûëî ïîñëàíî}.
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Âåðíåìñÿ ê äåêîäèðîâàíèþ ñòàíäàðòíûì ðàñïîëîæåíèåì. Òàê êàê âñå ñîîáùå-
íèÿ è îøèáêè â ëþáîì ñèìâîëå íåçàâèñèìû è ðàâíîâåðîÿòíû (ò. å. ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñèììåòðè÷íûé êàíàë), òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíûé êîäîâûé âåêòîð
x = (x1, . . . , xn). Ïóñòü ïîëó÷åí âåêòîð y, òîãäà

Pñèìâ. =
1

k

k∑
j=1

P{yj 6= xi
j}.

Ïóñòü f(e) � ÷èñëî íåïðàâèëüíûõ èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ ïîñëå äåêîäèðîâàíèÿ
ïðè óñëîâèè, ÷òî e � âåêòîð îøèáîê, òîãäà

Pñèìâ. =
1

k

∑
e

f(e)P{e}. (2.5)

Ðàññìîòðèì íàø ïðèìåð: èçó÷àÿ òàáëèöó ñòàíäàðòíîãî ðàñïîëîæåíèÿ, ïðèõîäèì
ê âûâîäó, ÷òî f(e) = 0 äëÿ âñåõ âåêòîðîâ îøèáîê ïåðâîãî ñòîëáöà, òàê êàê â ïåðâîì
ñòîëáöå ñòîÿò ëèäåðû ñìåæíûõ êëàññîâ; f(e) = 1 äëÿ âñåõ âåêòîðîâ îøèáîê êàê
âòîðîãî, òàê è òðåòüåãî ñòîëáöîâ; f(e) = 2 äëÿ âñåõ âåêòîðîâ ÷åòâåðòîãî ñòîëáöà.
Îòñþäà ïî ôîðìóëå (2.5) ïðè p = 1/100 ïîëó÷àåì

Pñèìâ. =
1

2

[
1·(p4+3p3(1−p)+3p2(1−p)2+p(1−p)3

)
+2·(p3(1−p)+3p2(1−p)2

)]
= 0,00530 . . . .
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Òåîðåìà Øåííîíà

3.1 Íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ
Ðàññìîòðèì äâîè÷íûé ñèììåòðè÷íûé êàíàë ñâÿçè. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà èìå-
åòñÿ âåðîÿòíîñòü 0 < p < 1

2
òîãî, ÷òî ïðè ïåðåäà÷å åãî ïî êàíàëó ñâÿçè ïðîèçîéäåò

îøèáêà. Ïóñòü C � äâîè÷íûé êîä, ñîäåðæàùèé M ðàâíîâåðîÿòíûõ êîäîâûõ ñëîâ
x1, . . . , xM äëèíû n, â êîòîðîì êàæäîå ñëîâî âñòðå÷àåòñÿ ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ.
Íàïîìíèì, ÷òî âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè íà ñëîâî èëè âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè PC äëÿ
äàííîé ñõåìû äåêîäèðîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íåïðàâèëüíîãî êî-
äîâîãî ñëîâà íà âûõîäå äåêîäåðà. Ïóñòü Pi � âåðîÿòíîñòü íåïðàâèëüíîãî äåêîäèðî-
âàíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðåäàíî êîäîâîå ñëîâî xi. Òîãäà

PC :=
1

M

M∑
i=1

Pi,

ãäå Pi çàâèñèò îò âåðîÿòíîñòè p. Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü L̃ âñåõ äâîè÷íûõ êîäîâ
äëèíû n ìîùíîñòè M è îïðåäåëèì

P ∗(M, n, p) := min
C∈L̃

{PC}. (3.1)

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ ýíòðîïèè H(x) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

H(x) = −x log x− (1− x) log(1− x)

ïðè 0 < x < 1, ïðè x = 0 è x = 1 ïîëàãàþò H(0) = H(1) = 0.
Îòìåòèì, ÷òî log x çäåñü è äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî îñíîâàíèþ 2.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äâîè÷íîãî ñèììåòðè÷íîãî êàíàëà ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 0 ≤ p ≤ 1

2
ðàâíà

C(p) = 1−H(p) = 1 + p log p + (1− p) log(1− p).

Îïðåäåëåíèå. Ñêîðîñòüþ (n, M, d)-êîäà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà (log M)/n.

Òåîðåìà 11 (Øåííîí Ê., 1948). Ïóñòü R � ëþáîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ 0 < R < C(p) è ïóñòü Mn = 2[n·R]. Òîãäà

P ∗(Mn, n, p) → 0 ïðè n →∞.

31
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Òåîðåìó Øåííîíà ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Äëÿ ëþáîé ñêîëü óãîäíî ìàëîé âåëè÷èíû ε > 0 è ëþáîãî 0 < R < C(p) ñóùåñòâóåò
äâîè÷íûé êîä C äëèíû n ìîùíîñòè M è ñêîðîñòè R òàêîé, ÷òî âåðîÿòíîñòü îøèáêè
äåêîäèðîâàíèÿ PC < ε, ãäå M îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ R = (log M)/n.

Èëè, ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñóùåñòâóåò õîðîøèé êîä
äëèíû n ñî ñêîðîñòüþ ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êàíàëà ñâÿçè.

Ïðåæäå ÷åì äîêàçàòü òåîðåìó, ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âàæíûõ ñâîéñòâ ýíòðîïèè
ïî Øåííîíó è ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå áóäóò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Øåííîíà.

3.2 Ñâîéñòâà ýíòðîïèè
Ðàññìîòðèì áåðíóëëèåâñêèé èñòî÷íèê A: áóêâû âõîäíîãî àëôàâèòà ai, i = 1, . . . , k
ïîÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìî ñ íåçàâèñèìûìè âåðîÿòíîñòÿìè pi, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëî-
âèþ

k∑
i=1

pi = 1.

Ýíòðîïèÿ H(A) èñòî÷íèêà A ïî Øåííîíó îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H(A) = −
k∑

i=1

pi log pi.

Â îïðåäåëåííîé âûøå ýíòðîïèè H(x) èìååì äâà èñõîäà ñ âåðîÿòíîñòÿìè p è 1 − p
ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ýíòðîïèè.

Óòâåðæäåíèå 8. Ñïðàâåäëèâî H(A) ≥ 0. Ýíòðîïèÿ íåîòðèöàòåëüíà è ðàâíà
íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíà èç âåðîÿòíîñòåé ðàâíà åäèíèöå, à îñòàëüíûå
ðàâíû íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èç 0 ≤ pi ≤ 1, èìååì 1
pi
≥ 1 è log 1

pi
≥ 0, ò. å.

− log pi ≥ 0, îòñþäà −pi log pi ≥ 0. Ïîñêîëüêó, ïî îïðåäåëåíèþ, −pi log pi = 0 ïðè
pi = 0, òî äëÿ ëþáîãî pi ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ −pi log pi ≥ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

H(A) = −
k∑

i=1

pi log pi ≥ 0.

Ïðè H(A) = 0 êàæäîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, à çíà÷èò ëèáî pi = 0, ëèáî log pi = 0,
ò. å. pi = 1. Òàê êàê

∑k
i=1 pi = 1, òî ñðåäè âåðîÿòíîñòåé pi ïðèíÿòü çíà÷åíèå 1 ìîæåò

ëèøü îäíà, îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, íåîïðåäåëåííîñòü ñîáûòèÿ ðàâ-
íà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñõîä ñîáûòèÿ çàðàíåå èçâåñòåí, â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ ýíòðîïèÿ ïîëîæèòåëüíà. N

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíóþ âûïóêëóþ ââåðõ ôóíêöèþ f(x), çàäàí-
íóþ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë βi,



3.2. Ñâîéñòâà ýíòðîïèè 33

i = 1, . . . , k òàêèõ, ÷òî
∑k

i=1 βi = 1 è ëþáûõ x1, . . . , xk èç ó÷àñòêà âûïóêëîñòè ôóíê-
öèè f(x) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Éåíñåíà

k∑
i=1

βif(xi) ≤ f

(
k∑

i=1

βixi

)
,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

x1 = . . . = xk.

Óòâåðæäåíèå 9. Äëÿ èñòî÷íèêà A, îïðåäåëåííîãî âûøå, ñïðàâåäëèâî H(A) ≤
log k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = log x. Îíà âûïóêëà ââåðõ ïðè
x > 0, ïîñêîëüêó åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåíüøå íóëÿ. Ïîëîæèì βi = pi. Òîãäà ñ
ó÷åòîì

∑k
i=1 pi = 1 è íåðàâåíñòâà Éåíñåíà èìååì

H(A) = −
k∑

i=1

pi log pi =
k∑

i=1

pi log

(
1

pi

)
≤ log

(
k∑

i=1

pi
1

pi

)
= log k.

N

Óòâåðæäåíèå 10. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ q1, . . . , qk òàêèõ, ÷òî qi ≥ 0 è
∑k

i=1 qi = 1
ñïðàâåäëèâî

−
k∑

i=1

pi log qi ≥ −
k∑

i=1

pi log pi,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè qi = pi (òàêèì îáðàçîì çíà÷åíèå ýíòðî-
ïèè ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèþ f(q1, . . . , qk) = −∑k

i=1 pi log qi).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâà â ñëó÷àå, êîãäà âñå

pi ïîëîæèòåëüíû (ïðè pi = 0 äëÿ íåêîòîðîãî i = 1, . . . , k, äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî
ñ íåêîòîðûìè ìîäèôèêàöèÿìè). Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà ïðè βi = pi,
xi = qi/pi, i = 1, . . . , k äëÿ ôóíêöèè f(x) = log x:

k∑
i=1

pi log
qi

pi

≤ log

(
k∑

i=1

pi · qi

pi

)
= log

(
k∑

i=1

qi

)
= log 1 = 0.

Îòñþäà èìååì
k∑

i=1

pi log qi −
k∑

i=1

pi log pi ≤ 0,

îòêóäà âûòåêàåò òðåáóåìîå. Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà x1 = . . . = xk èëè â íàøåì ñëó÷àå ïðè q1/p1 = . . . = qk/pk, ò. å. êîãäà
âåêòîðû (q1, . . . , qk) è (p1, . . . , pk) ïðîïîðöèîíàëüíû è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó

k∑
i=1

qi =
k∑

i=1

pi = 1

èìååì qi = pi. N
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Óòâåðæäåíèå 11. Äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ îïûòîâ A è B ñïðàâåäëèâî

H(AB) ≤ H(A) + H(B),

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî êîãäà îïûòû A è B íåçàâèñèìû. Äëÿ áåð-
íóëëèåâñêèõ èñòî÷íèêîâ ñïðàâåäëèâî

H(AN) = N ·H(A)

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N .

Â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé ñîáûòèé ñ äâóìÿ èñõîäàìè, ïî-
ñêîëüêó îñíîâíàÿ ìîäåëü èçó÷àåìîãî íàìè êàíàëà ñâÿçè � äâîè÷íûé ñèììåòðè÷íûé
êàíàë. Â ýòîé ñèòóàöèè èìååì ôóíêöèþ H(x) îäíîãî àðãóìåíòà. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ
8, îíà ðàâíà íóëþ ïðè x = 0 è x = 1, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿ 9, äîñòèãàåò ìàêñèìóìà,
ðàâíîãî åäèíèöå, â òî÷êå x = 1/2. Êðîìå òîãî, äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

H(x) = H(1− x),

ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ H(x) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = 1/2, ñì. åå
ãðàôèê íà ðèñ. 4.

Ðèñ. 4: Ãðàôèê ôóíêöèè H(x)

3.3 Íåîáõîäèìûå êîìáèíàòîðíî-âåðîÿòíîñòíûå óòâåð-
æäåíèÿ

I. Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà. Ïðè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïî äâîè÷íîìó ñèììåòðè÷-
íîìó êàíàëó ñâÿçè ÷èñëî îøèáîê â ïîëó÷åííîì ñëîâå ÿâëÿåòñÿ áåðíóëëèåâñêîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíîé τ , ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ 0, 1, . . . , n, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
E(τ) êîòîðîé ðàâíî np, à äèñïåðñèÿ D(τ) ðàâíà np(1 − p). Åñëè â êîäîâîì ñëîâå
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x = (x1, . . . , xn) ïðîèçîøëî t îøèáîê, òî, â ñèëó òîãî ÷òî èìååì áèíîìèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå, âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü âåêòîð îøèáîê e âåñà t ðàâíà

P (e = v, w(v) = t) = pt(1− p)n−t,

ò. å. çàâèñèò òîëüêî îò n, t è p.

Òåîðåìà 12 (Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà). Åñëè ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ìà-
òåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì E(ξ) è äèñïåðñèåé D(ξ), òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñïðàâåä-
ëèâî

P{|ξ − E(ξ)| ≥ ε} ≤ D(ξ)

ε2
.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τ îáîçíà÷èì ÷åðåç b ñëå-
äóþùóþ âåëè÷èíó:

b =

(D(τ)

ε/2

)1/2

.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, ïîëó÷àåì

P{|τ − E(τ)| ≥ b} ≤ D(τ)

b2
=

ε

2
.

Îòêóäà ñëåäóåò
P{τ > ρ} ≤ ε

2
, (3.2)

ãäå

ρ = [E(τ) + b] =

[
np +

(
np(1− p)

ε/2

)1/2
]

.

Íåðàâåíñòâî (3.2) îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðîèçîøåäøèõ â
êàíàëå τ îøèáîê ïîëó÷åííîå íà ïðèåìíîì êîíöå ñëîâî y íàõîäèòñÿ îò ïåðåäàííîãî
êîäîâîãî ñëîâà x íà ðàññòîÿíèå áîëüøåå, ÷åì ρ, ìàëà (íå ïðåâûøàåò ε/2).

Çàôèêñèðóåì ε > 0, òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âåëè÷èíà ρ íå ïðåâîñõîäèò
n/2, ïîñêîëüêó p < 1/2.

II. Îáúåì øàðà ðàäèóñà [pn]. Ðàññìîòðèì øàð ðàäèóñà [pn] ñ öåíòðîì â íåêîòîðîé
âåðøèíå x ∈ En:

B[pn](x) = {y | d(x, y) ≤ [pn]}.
Îöåíèì åãî îáúåì

|B[pn](x)| =
[pn]∑
i=0

Ci
n

ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ýíòðîïèè H(p).

Ëåììà 2 Ïóñòü 0 ≤ p ≤ 1
2
. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

[pn]∑
i=0

Ci
n ≤ 2nH(p).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

1 = (p + (1− p))n ≥
[pn]∑
i=0

Ci
npi(1− p)n−i ≥

[pn]∑
i=0

Ci
nppn(1− p)n−np =

=

[pn]∑
i=0

Ci
n2log(1−p)n( p

1−p
)pn

=

[pn]∑
i=0

C i
n2n log(1−p)+pn log( p

1−p
) =

=

[pn]∑
i=0

Ci
n2n(p log p+(1−p) log(1−p)) = 2−nH(p)

[pn]∑
i=0

Ci
n.

Îòñþäà
[pn]∑
i=0

Ci
n ≤ 2nH(p).

N

III. Îáúåì øàðà ðàäèóñà ρ = [E(τ)+b]. Îöåíèì îáúåì øàðà ðàäèóñà ρ = [E(τ)+b]
ñ öåíòðîì â íåêîòîðîé âåðøèíå, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ýíòðîïèè H(p).

Ëåììà 3 Ïóñòü 0 ≤ p ≤ 1
2
è ρ = [E(τ) + b], ãäå b =

(
D(τ)
ε/2

)1/2

. Òîãäà

1

n
log |Bρ(x)| ≤ H(p)−O

( 1√
n

)
ïðè n →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2 èìååì
1

n
log |Bρ(x)| ≤ H

(ρ

n

)
= −ρ

n
log

ρ

n
−

(
1− ρ

n

)
log

(
1− ρ

n

)
=

= − [np + b]

n
log

[np + b]

n
−

(
1− [np + b]

n

)
log

(
1− [np + b]

n

)
=

= −p log p− (1− p) log(1− p)−O
( b

n

)
= H(p)−O

( 1√
n

)
ïðè n →∞,

÷òî äîêàçûâàåò ëåììó. N

3.4 Òåîðåìà Øåííîíà äëÿ êîäèðîâàíèÿ â äâîè÷íîì
ñèììåòðè÷íîì êàíàëå ñâÿçè ñ øóìîì

Ââåäåì ôóíêöèþ f(y, x). Ïóñòü x, y ∈ En, òîãäà

f(y, x) =

{
0, åñëè d(x, y) > ρ,
1, åñëè d(x, y) ≤ ρ.

Ôóíêöèÿ f(y, x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè âåêòîðà y øàðó ñ
öåíòðîì â âåðøèíå x, ò. å.

f(y, x) =

{
0, åñëè y 6∈ Bρ(x),
1, åñëè y ∈ Bρ(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Øåííîíà. Âûáåðåì ñêîëü óãîäíî ìàëóþ âåëè÷èíó
ε > 0. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé äâîè÷íûé êîä äëèíû n ìîùíîñòè M , ò. å. âûáåðåì
ñëó÷àéíûì îáðàçîì êîäîâûå ñëîâà x1, . . . , xM . Äåêîäèðóåì ïîëó÷åííûé âåêòîð y ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: åñëè ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäíî êîäîâîå ñëîâî xi òàêîå, ÷òî

d(xi, y) ≤ ρ,

òî y äåêîäèðóåì â xi, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåãèñòðèðóåì îøèáêó èëè, åñëè äîëæíû
ïðîèçâåñòè äåêîäèðîâàíèå â ëþáîì ñëó÷àå, âñåãäà äåêîäèðóåì â x1.

Ïóñòü Pi, êàê è âûøå, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà âûõîäå äåêîäåðà ïîëó÷åíî ñëîâî,
îòëè÷íîå îò ïåðåäàííîãî ñëîâà xi. Äëÿ Pi èìååì ñëåäóþùóþ îöåíêó ñâåðõó:

Pi ≤
∑
y∈En

P (y|xi)
[
1− f(y, xi) +

∑

j 6=i

f(y, xj)
]

=

=
∑
y∈En

P (y|xi)(1− f(y, xi)) +
∑
y∈En

∑

j 6=i

P (y|xi)f(y, xj), (3.3)

çäåñü âûðàæåíèå
[
1 − f(y, xi) +

∑
j 6=i

f(y, xj)
]
ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå êîäîâîå ñëîâî xi òàêîå, ÷òî d(xi, y) ≤ ρ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
[
1− f(y, xi) +

∑

j 6=i

f(y, xj)
] ≥ 1.

Ïåðâàÿ ñóììà â íåðàâåíñòâå (3.3) ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïîëó÷åííîå íà
ïðèåìíîì êîíöå ñëîâî íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè áîëüøåì ρ îò ïåðåäàííîãî êîäîâîãî
ñëîâà x. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (3.2), îíî íå ïðåâûøàåò ε/2. Òàêèì îáðàçîì,

PC ≤ ε

2
+

1

M

M∑
i=1

∑
y∈En

∑

j 6=i

P (y|xi)f(y, xj).

Îñíîâíàÿ èäåÿ äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåëè÷èíà

P ∗(M,n, p) := min
C∈L̃

{PC}

ìåíüøå, ÷åì îæèäàåìîå çíà÷åíèå, ò. å. ìåíüøå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ PC íàä
àíñàìáëåì L̃ âñåõ âîçìîæíûõ êîäîâ C äëèíû n, ìîùíîñòè M , âçÿòûõ ñëó÷àéíî.
Îòñþäà èìååì

P ∗(M, n, p) ≤ ε

2
+

1

M

M∑
i=1

∑
y∈En

M∑

j=1,j 6=i

E(f(y, xj))E(P (y|xi)) =

=
ε

2
+

1

M

M∑
i=1

∑
y∈En

M∑

j=1,j 6=i

|Bρ|
2n

E(P (y|xi)) =

=
ε

2
+

|Bρ|
M · 2n

M∑
i=1

∑
y∈En

M∑

j=1,j 6=i

E(P (y|xj)) =
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=
ε

2
+

|Bρ|
M · 2n

M∑
i=1

M∑

j=1,j 6=i

E
( ∑

y∈En

P (y|xj)

)
=

=
ε

2
+
|Bρ| ·M · (M − 1)

M · 2n
≤ ε

2
+ M

|Bρ|
2n

.

Òàêèì îáðàçîì, P ∗(M,n, p) − ε
2
≤ M · 1

2n · |Bρ|. Ëîãàðèôìèðóÿ îáå ÷àñòè, ïðèìåíÿÿ
ëåììó 3 è äåëÿ íà n, ïîëó÷àåì

1

n
log(P ∗(M, n, p)− ε

2
) ≤ 1

n
log M − (1−H(p))−O

( 1√
n

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ M = Mn = 2[R·n] â ïðàâóþ ÷àñòü (âñïîìíèì, ÷òî ïî óñëîâèþ ÷èñëî R
ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè C(p) = 1−H(p)), ïîëó÷àåì

1

n
log(P ∗(M, n, p)− ε

2
) < −β < 0,

ãäå β � êîíñòàíòà, ðàâíàÿ C(p)−R. Îòñþäà P ∗(M, n, p) < ε
2

+ 2−βn. Íà÷èíàÿ ñ íåêî-
òîðîãî n áóäåò âûïîëíÿòüñÿ 2−βn < ε

2
, è, ñëåäîâàòåëüíî, P ∗(M,n, p) < ε. Òàêèì

îáðàçîì,
P ∗(Mn, n, p) → 0 ïðè n →∞.

Òåîðåìà äîêàçàíà.



Ãëàâà 4

Ñâèò÷èíãîâûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ
êîäîâ

4.1 Êîäû Âàñèëüåâà
Â 1959 ã. Ã. Ñ. Øàïèðî è Ä. Ñ. Çëîòíèê ïðåäïîëîæèëè, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñîâåð-
øåííûõ êîäîâ, íåýêâèâàëåíòíûõ êîäó Õýììèíãà. Â 1962 ã. Þ. Ë. Âàñèëüåâ îïðîâåðã
ýòó ãèïîòåçó, ïðåäëîæèâ áîãàòûé êëàññ íåýêâèâàëåíòíûõ ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êî-
äîâ. Ðàññìîòðèì ýòîò èòåðàòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äëÿ êîäîâ ñ ïðîèçâîëüíûìè
êîäîâûìè ðàññòîÿíèÿìè. Áåðÿ â êà÷åñòâå èñõîäíûõ êîäîâ êîäû ñî ñïåöèôè÷åñêèìè
ïàðàìåòðàìè, ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèå õîðîøèå êîäû, êàê ñîâåðøåííûå èëè êîäû Ðèäà
� Ìàëëåðà.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå äâîè÷íûå êîäû B è C äëèíû n ñ êîäîâûìè ðàññòîÿ-
íèÿìè d1 è d2 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå d1 íå÷åòíî. Ïóñòü λ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç
êîäà C â ìíîæåñòâî {0, 1}, |x| = x1 + . . . + xn(mod 2), ãäå x = (x1, . . . , xn).

Òåîðåìà 13 Ìíîæåñòâî

C2n+1 = {(x + y, |x|+ λ(y), x) | x ∈ B, y ∈ C} (4.1)

ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íûì êîäîì äëèíû 2n + 1, ìîùíîñòè |B| · |C| ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì
d ≥min{2d1 + 1, d2}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ïàðàìåòðû ïîñòðîåííîãî êîäà, à èìåííî åãî äëèíó,
ìîùíîñòü êîäà è êîäîâîå ðàññòîÿíèå.

1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 2n + 1 ÿâëÿåòñÿ äëèíîé êîäà.
2. Ïîñêîëüêó x è y íåçàâèñèìî ïðîáåãàþò ìíîæåñòâà B è C ñîîòâåòñòâåííî, ìîù-

íîñòü êîäà C2n+1, î÷åâèäíî, ðàâíà

|C2n+1| = |B| · |C|.
3. Ïðîâåðèì, ÷òî êîäîâîå ðàññòîÿíèå ðàâíî d ≥min{2d1 + 1, d2}. Ðàññìîòðèì äâà

ïðîèçâîëüíûõ ðàçëè÷íûõ êîäîâûõ ñëîâà:

u = (x + y, |x|+ λ(y), x),

v = (x′ + y′, |x′|+ λ(y′), x′).

39
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Âîçìîæíû ñëó÷àè.
3a. Åñëè y = y′ è x 6= x′, òî, ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî d(x, x′) ≥ d1 è d1 íå÷åòíî, ïîëó÷àåì

d(u, v) = d((x, |x|, x), (x′, |x′|, x′)) ≥ 2d1 + 1.

3b. Ïóñòü y 6= y′ è x = x′. Âåêòîðû y, y′ ïðèíàäëåæàò êîäó Cn, ñëåäîâàòåëüíî
d(y, y′) ≥ d2 è ïîëó÷àåì

d(u, v) ≥ d(y, y′) ≥ d2.

3c. Åñëè y 6= y′ è x 6= x′, òî, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ â
òåîðåìå Ïëîòêèíà (ñì. òåîðåìó 9), èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 4, ïîëó÷àåì

d(u, v) ≥ d(x, x′) + d(x + y, x′ + y′) =

= w(x− x′) + w(x + y − x′ − y′) =

= w(x− x′) + w((y − y′) + (x− x′)) ≥
≥ w(x− x′) + w(y − y′)− w(x− x′) = w(y − y′) ≥ d2.

Òåîðåìà äîêàçàíà. N

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ýòîé êîíñòðóêöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîâåðøåííûõ äâîè÷-
íûõ êîäîâ.

Òåîðåìà 14 (Âàñèëüåâ Þ. Ë., 1962). Ïóñòü C(n−1)/2 � ïðîèçâîëüíûé äâî-
è÷íûé ñîâåðøåííûé êîä äëèíû (n− 1)/2 = 2m − 1,m ≥ 2, ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3
è λ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êîäà C(n−1)/2 â ìíîæåñòâî {0, 1}. Ìíîæåñòâî

V n = {(x + y, |x|+ λ(y), x) : x ∈ E(n−1)/2, y ∈ C(n−1)/2} (4.2)

ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì äâîè÷íûì êîäîì äëèíû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé. Êîä (4.2)
áóäåì äàëåå íàçûâàòü êîäîì Âàñèëüåâà. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî âàæíûõ ñëåäñòâèé, âû-
òåêàþùèõ èç ýòîé òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè λ ≡ 0 êîíñòðóêöèÿ Âàñèëüåâà, ïðèìåíåííàÿ ê êîäó Õýììèí-
ãà H(n−1)/2 äëèíû (n− 1)/2, äàåò êîä Õýììèíãà äëèíû n:

Hn = { (x + y, |x|, x) : x ∈ E(n−1)/2, y ∈ H(n−1)/2}.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè λ(y) + λ(y′) 6= λ(y + y′) äëÿ íåêîòîðûõ y, y′ ∈ C(n−1)/2, òî
êîä Âàñèëüåâà äëèíû n ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ λ ïðîèçâîëüíà, òî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäûäóùèå èòå-
ðàòèâíûå øàãè, ò. å. ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (4.2) ñíîâà ïðîèçâîëüíûé êîä Âàñèëüåâà
äëèíû (n−1)/2, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðîãî èñïîëüçîâàí ïðîèçâîëüíûé êîä Âàñèëüåâà
äëèíû (n− 3)/4 è ò. ä., ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ñëåäñòâèå 4. ×èñëî Dn ðàçëè÷íûõ êîäîâ Âàñèëüåâà äëèíû n óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùåé íèæíåé îöåíêå

Dn ≥ 22
n+1

2 −log(n+1) · 22
n+5

4 −log(n+1) · 22
n+9

8 −log(n+1)

. . .

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.
Çíàÿ íèæíþþ îöåíêó ÷èñëà ðàçëè÷íûõ êîäîâ äëèíû n, ëåãêî âû÷èñëèòü íèæíþþ

îöåíêó ÷èñëà íåýêâèâàëåíòíûõ êîäîâ ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ðàçäåëèòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîäîâ íà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ En, ðàâíîå
2n · n!, çäåñü 2n � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñäâèãîâ íà âåêòîðû èç En è n! � ÷èñëî ðàçëè÷-
íûõ ïîäñòàíîâîê íà n êîîðäèíàòàõ. Íåòðóäíî èç ñëåäñòâèÿ 4 ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 5. Äëÿ ÷èñëà Nn íåýêâèâàëåíòíûõ êîäîâ Âàñèëüåâà äëèíû n ñïðà-
âåäëèâî

Nn ≥ 22
n+1

2 −log(n+1) · 22
n+5

4 −log(n+1)

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.
Ýòà îöåíêà äî 1996 ã. îñòàâàëàñü ëó÷øåé íèæíåé îöåíêîé ÷èñëà íåýêâèâàëåíòíûõ

ñîâåðøåííûõ êîäîâ, íåñìîòðÿ íà ìíîãî÷èñëåííûå óñèëèÿ ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé.
Äëÿ n = 7 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé, ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîâåðøåí-

íûé êîä äëèíû 7 � êîä Õýììèíãà, äëÿ n = 15 ñóùåñòâóåò 11 íåýêâèâàëåíòíûõ
êîäîâ Âàñèëüåâà äëèíû 15. Äëÿ n = 15 ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ñîâåðøåííûõ äâî÷-
íûõ êîäîâ äëèíû 15, ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè Ð. Äæ. Îñòåðãàðäà è Î. Ïîòòîíåíà,
ïîëó÷åííîé â 2009 ã., ðàâíî 5983. Äëÿ n = 16 òå æå àâòîðû ïîêàçàëè, ÷òî ÷èñëî
íåýêâèâàëåíòíûõ ðàñøèðåííûõ ñîâåðøåííûõ äâî÷íûõ êîäîâ äëèíû 16 ðàâíî 2165.
Îáçîðû ðåçóëüòàòîâ ïî ñîâåðøåííûì êîäàì ìîãóò áûòü íàéäåíû â ðàáîòàõ [14, 20].

Óïðàæíåíèå 19. Äîêàçàòü ñëåäñòâèå 4.

Óïðàæíåíèå 20. Äîêàçàòü ñëåäñòâèå 5, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà

nne−n
√

2nπ ≤ n! ≤ e
1

12n nne1−n
√

2nπ. (4.3)

4.2 Êîíñòðóêöèÿ Ìîëëàðà
Ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèþ Ìîëëàðà äëÿ äâîè÷íûõ êîäîâ. Ïóñòü P t è Cm � ïðîèçâîëü-
íûå äâîè÷íûå êîäû äëèí t è m ñîîòâåòñòâåííî ñ êîäîâûìè ðàññòîÿíèÿìè íå ìåíåå
3, ñîäåðæàùèå íóëåâûå âåêòîðû. Ïóñòü

x = (x11, x12, . . . , x1m, x21, . . . , x2m, . . . , xt1, . . . , xtm) ∈ Etm.

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ìàòðè÷íóþ çàïèñü äëÿ âåêòîðà x:
i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû X ðàâíà xi1 xi2 . . . xim, ãäå i = 1, . . . , t. Ôóíêöèè p1(x) è p2(x),
îïðåäåëåííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p1(x) = (σ1, σ2, . . . , σt) ∈ Et, p2(x) = (σ′1, σ
′
2, . . . , σ

′
m) ∈ Em,

ãäå σi =
∑m

j=1 xij è σ′j =
∑t

i=1 xij, íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè ïðîâåðêàìè íà ÷åò-
íîñòü. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç P t â Em.
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Òåîðåìà 15 (Ìîëëàð Ì., 1986). Ìíîæåñòâî
Cn = { (x, y + p1(x), z + p2(x) + f(y)) | x ∈ Etm, y ∈ P t, z ∈ Cm}

ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íûì êîäîì äëèíû n = tm + t + m ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3, ñîäåð-
æàùèì íóëåâîé âåêòîð äëèíû n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êîä Cn èìååò äëèíó n = tm + t + m è
ìîùíîñòü

|Cn| = |Etm| · |P t| · |Cm|.
Ïóñòü

u = (x, y + p1(x), z + p2(x) + f(y)),

u′ = (x′, y′ + p1(x
′), z′ + p2(x

′) + f(y′))

� äâà ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðà èç êîäà Cn. Ïîêàæåì, ÷òî d(u, u′) ≥ 3.
Âîçìîæíû ïðèâåäåííûå íèæå ñëó÷àè.
1. Ïðè x = x′ èìååì p1(x) = p1(x

′), p2(x) = p2(x
′) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè y 6= y′

èìååì
d(u, u′) ≥ d(y, y′) ≥ 3.

Àíàëîãè÷íî ïðè z 6= z′, y = y′. Â ñëó÷àå y = y′, z = z′ óáåæäàåìñÿ, ÷òî íóëåâîé
âåêòîð ïðèíàäëåæèò êîäó Cn.

2. Åñëè d(x, x′) = 1, òî
d(p1(x), p1(x

′)) = d(p2(x), p2(x
′)) = 1.

Ïóñòü y 6= y′, òîãäà
d(y + p1(x), y′ + p1(x

′)) ≥ 2

è èìååì d(u, u′) ≥ 3. Ïóñòü y = y′, òîãäà
d(z + p2(x) + f(y), z′ + p2(x

′) + f(y′)) ≥ 2

è ñíîâà èìååì d(u, u′) ≥ 3.
3. Â ñëó÷àå d(x, x′) = 2 ðàññòîÿíèÿ d(p1(x), p1(x

′)) è d(p2(x), p2(x
′)) ðàâíû 0 èëè 2,

íî îäíîâðåìåííî îáà íå ìîãóò áûòü ðàâíû íóëþ. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâà
y + p1(x) = y′ + p1(x

′),

z + p2(x) + f(y) = z′ + p2(x
′) + f(y′)

íå âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî è, ñëåäîâàòåëüíî, d(u, u′) ≥ 3. N

Çàìå÷àíèÿ

1. Â ñëó÷àå, êîãäà P t è Cm � ïðîèçâîëüíûå ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå êîäû äëèí
t = 2r − 1 è m = 2s − 1 ñîîòâåòñòâåííî, êîä Cn ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì äâîè÷íûì
êîäîì.

2. Ïðè m = 1, t = 2r − 1 êîíñòðóêöèÿ Ìîëëàðà ñîâïàäàåò ñ êîíñòðóêöèåé Âàñè-
ëüåâà.

3. Ñóùåñòâóþò ñîâåðøåííûå êîäû Ìîëëàðà, íåýêâèâàëåíòíûå ñîâåðøåííûì êî-
äàì Âàñèëüåâà.
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4.3 Îáùàÿ èäåÿ ìåòîäà ñâèò÷èíãà
Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà ñâèò÷èíãà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: â ïðîèçâîëüíîì äâîè÷íîì
êîäå C äëèíû n ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî M êîäîâûõ ñëîâ. Åñëè íàéäåòñÿ
â En ïîäìíîæåñòâî M ′, îòëè÷íîå îò ìíîæåñòâà M , è ìíîæåñòâî C ′ = (C \M) ∪M ′

ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íûì êîäîì ñ ïàðàìåòðàìè, ñîâïàäàþùèìè ñ ïàðàìåòðàìè êîäà C,
òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîä C ′ ïîëó÷åí èç êîäà C ñâèò÷èíãîì ìíîæåñòâà M íà
ìíîæåñòâî M ′. Ðåçóëüòèðóþùèé êîä îòëè÷åí èëè íåýêâèâàëåíòåí èñõîäíîìó.

Óäîáíî ðàññìîòðåòü îáùóþ èäåþ ìåòîäà ñâèò÷èíãà íà ïðèìåðå ñîâåðøåííûõ êî-
äîâ. Ïóñòü äàíî ïîäìíîæåñòâî M â ïðîñòðàíñòâå En. Ìíîæåñòâî M ′ ïîëó÷åíî èç
ìíîæåñòâà M èíâåðòèðîâàíèåì i-é êîîðäèíàòû (çàìåíîé íóëÿ íà åäèíèöó è íàîáî-
ðîò), i ∈ N = {1, 2, . . . , n}, âñåõ ñëîâ M . Îáîçíà÷èì åãî M ′ = M + i. Ìíîæåñòâî M
íàçûâàåòñÿ i-êîìïîíåíòîé êîäà C, åñëè K(M) = K(M + i), ãäå K(M) � îêðåñòíîñòü
ïîðÿäêà 1 ìíîæåñòâà M , ò. å. îáúåäèíåíèå âñåõ øàðîâ ðàäèóñà 1 ñ öåíòðàìè â ìíî-
æåñòâå M . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîä C ′ = (C \M)∪(M +i) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì
êîäîì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîä C ′ ïîëó÷åí èç êîäà C ñâèò÷èíãîì i-êîìïîíåíòû M ,
ñì. ðèñ. 5.

Ðèñ. 5: Ñâèò÷èíã i-êîìïîíåíòû

Ðàññìîòðèì îñíîâíóþ èäåþ îäíîãî áîëåå îáùåãî ñâèò÷èíãîâîãî ïîäõîäà ïîñòðîåíèÿ
êîäîâ (òàêæå íà ïðèìåðå ñîâåðøåííûõ êîäîâ), íàçûâàåìîãî ìåòîäîì α-êîìïîíåíò.
Ïóñòü α ⊆ N . Ìíîæåñòâî M íàçîâåì α-êîìïîíåíòîé êîäà C, åñëè äëÿ âñåõ i ∈ α
ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ â ñâîþ î÷åðåäü i-êîìïîíåíòîé C. Ñíà÷àëà äëÿ êàæäîé
α-êîìïîíåíòû âûáèðàåì ñâîå íàïðàâëåíèå i èç ìíîæåñòâà íàïðàâëåíèé α è çàìåíÿ-
åì (äåëàåì "ñâèò÷èíã") ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî i-êîìïîíåíò â êàæäîé α-êîìïîíåíòå íà
íîâûå i-êîìïîíåíòû òàêîé æå ìîùíîñòè, çàòåì ïðîèçâîäèì çàìåíó ïîëó÷åííûõ íî-
âûõ α-êîìïîíåíò íà äðóãèå α-êîìïîíåíòû, äåëàÿ ñâèò÷èíãè ïî íåèñïîëüçîâàííûì èç
ìíîæåñòâà α íàïðàâëåíèÿì. Â èòîãå ðåçóëüòèðóþùèé êîä îñòàåòñÿ ïî-ïðåæíåìó ñî-
âåðøåííûì, íî îòëè÷íûì èëè äàæå íåýêâèâàëåíòíûì èñõîäíîìó. Ìåòîä α-êîìïîíåíò
îêàçàëñÿ îñîáåííî ïîäõîäÿùèì â ïðèìåíåíèè åãî ê êîäó Õýììèíãà, ïîñêîëüêó ïîçâî-
ëÿåò, ðàçðóøàÿ ãðóïïîâóþ ñòðóêòóðó êîäà Õýììèíãà, òåì íå ìåíåå ñëåäèòü çà ñòðóê-
òóðîé íåëèíåéíîãî ñîâåðøåííîãî êîäà, ïîëó÷àåìîãî âñëåäñòâèè ñåðèè ñâèò÷èíãîâ.

Âïåðâûå ñâèò÷èíãîâûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êîäîâ áûë ïðåäëîæåí Þ. Ë. Âàñè-
ëüåâûì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîíñòðóêöèÿ Ìîëëàðà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñâèò÷èíãîâîé
êîíñòðóêöèåé. Â 1996 ã. Ñ. Â. Àâãóñòèíîâè÷åì è Ô. È. Ñîëîâüåâîé áûë ïðåäëîæåí
ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ ïîñðåäñòâîì ìåòîäà α-êîìïîíåíò
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(ïðèìåíåííîãî ê êîäó Õýììèíãà), êîòîðûé ïîñëå 30-ëåòíåãî ïåðåðûâà äàë ïåðâîå ñó-
ùåñòâåííîå óëó÷øåíèå íèæíåé îöåíêè ÷èñëà íåýêâèâàëåíòíûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ.
Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïîäõîäà áûëà ðåøåíà ñåðèÿ ïðîáëåì, êàñàþùèõñÿ ñòðóêòóðû ñî-
âåðøåííûõ êîäîâ: íàïðèìåð, îáíàðóæåíû ñîâåðøåííûå êîäû ñ òðèâèàëüíîé ãðóïïîé
àâòîìîðôèçìîâ, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íåñèñòåìàòè÷åñêèõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ, êî-
äîâ ïîëíîãî ðàíãà. Ô. È. Ñîëîâüåâîé äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñîâåðøåííûõ äâîè÷-
íûõ êîäîâ ñ i-êîìïîíåíòàìè ðàçëè÷íîé ìîùíîñòè è ñòðóêòóðû. Ìåòîä α-êîìïîíåíò
ïîëó÷èë äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ Ñ. À. Ìàëþãèíà, Ä. Ñ. Êðîòîâà, Ñ. Â. Àâ-
ãóñòèíîâè÷à (ñì. ïîäðîáíåå [14]).

4.4 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñîâåðøåííûõ êîäîâ
4.4.1 Äèñòàíöèîííàÿ èíâàðèàíòíîñòü
Êîä äëèíû n íàçûâàåòñÿ äèñòàíöèîííî èíâàðèàíòíûì, åñëè ÷èñëî Ai(n) âñåõ êîäî-
âûõ ñëîâ íà ðàññòîÿíèè i îò ôèêñèðîâàííîãî êîäîâîãî ñëîâà íå çàâèñèò îò âûáîðà
ýòîãî êîäîâîãî ñëîâà.

Â 1957 ã. Ñ. Ï. Ëëîéä è íåçàâèñèìî â 1959 ã. Ã. Ñ. Øàïèðî è Ä. Ñ. Çëîòíèê äîêà-
çàëè, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ñîâåðøåííûé äâîè÷íûé êîä ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî èíâàðè-
àíòíûì. Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðàôàõ ïðèâåäåì ñ äîêàçàòåëüñòâàìè íåñêîëüêî
êðàñèâûõ òåîðåì î ñâîéñòâàõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3, ïðèíàä-
ëåæàùèõ Ã. Ñ. Øàïèðî è Ä. Ñ. Çëîòíèêó.

Òåîðåìà 16 (Øàïèðî Ã. Ñ., Çëîòíèê Ä. Ñ., 1959). Ïóñòü C � ïðîèç-
âîëüíûé ñîâåðøåííûé äâîè÷íûé êîä ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3. ×èñëî êîäîâûõ ñëîâ
íà ðàññòîÿíèè k îò äàííîãî êîäîâîãî ñëîâà x ∈ C íå çàâèñèò îò âûáîðà ýòîãî
êîäîâîãî ñëîâà è îò âûáîðà êîäà è çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññìîòðèì êîä, ñîäåðæàùèé âåê-
òîð x = 0n, ãäå n � äëèíà êîäà C. Îáîçíà÷èì ÷èñëî êîäîâûõ ñëîâ íà ðàññòîÿíèè
k îò êîäîâîãî ñëîâà x ÷åðåç Ak. Ïîñòðîèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ Ak,
k = 0, . . . , n. Âñå ÷èñëà Ak îäíîçíà÷íî áóäóò âû÷èñëåíû èç ýòîé ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì k-é ñëîé En
k (âñå âåêòîðû âåñà k) â êóáå En. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó ïëîò-

íîé óïàêîâàííîñòè êîäà C, âñå âåêòîðû èç En
k ðàçîáüþòñÿ íà ñëåäóþùèå òðè ïîä-

ìíîæåñòâà:
1) êîäîâûå ñëîâà âåñà k. Èõ ÷èñëî â òî÷íîñòè ðàâíî Ak;
2) âåêòîðû, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ñôåðàì, îêðóæàþùèì âñå êîäîâûå ñëîâà èç

En
k−1, èìååòñÿ (n− k + 1) · Ak−1 òàêèõ âåêòîðîâ;
3) âåêòîðû, ïðèíàäëåæàùèå ñôåðàì ñ öåíòðàìè â êîäîâûõ ñëîâàõ èç En

k+1, èìååòñÿ
(k + 1) · Ak+1 òàêèõ âåêòîðîâ.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó èç n + 1 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n + 1 íåèç-
âåñòíûìè:

A0 = 1, A1 = A2 = 0,
(

n
k

)
= (k + 1)Ak+1 + Ak + (n− k + 1)Ak−1,

k = 2, 3, . . . , n,
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çäåñü ÷èñëà Ak ñ îòðèöàòåëüíûìè èíäåêñàìè ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ (ñì. ðèñ. 6).

Ðèñ. 6: Èëëþñòðàöèÿ ê òåîðåìå 16

Èñïîëüçóÿ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

A0 + A1t + . . . + Ant
n,

ìîæíî íàéòè òî÷íûé âèä Ak, k = 0, 1, . . . , n, à èìåííî:

A2k =
1

n + 1

((
n
2k

)
+ (−1)kn

(
(n− 1)/2

k

))
;

A2k+1 =
1

n + 1

((
n

2k + 1

)
+ (−1)k+1n

(
(n− 1)/2

k

))

è òåì ñàìûì óáåäèòüñÿ, ÷òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. N

Ñêëàäûâàÿ ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

A2k + A2k+1 =

(
n
2k

)
+

(
n

2k + 1

)

n + 1
=
|En

2k|+ |En
2k+1|

n + 1
,

÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ñäåëàòü ïðåäñòàâëåííûé íèæå âûâîä.

Ñëåäñòâèå 6. Ïðîèçâîëüíûé ñîâåðøåííûé äâîè÷íûé êîä äëèíû n ñ êîäîâûì ðàñ-
ñòîÿíèåì 3, ñîäåðæàùèé íóëåâîé âåêòîð, èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ïà-
ðàì ñîñåäíèõ ñëîåâ En

2k è En
2k+1, k = 0, . . . , (n− 1)/2 êóáà En, ò. å.

(A2k + A2k+1)/(|En
2k|+ |En

2k+1|) = 1/(n + 1).

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàþò òàêæå ñëåäóþùèå ïîëåçíûå ñâîéñòâà.

Ñëåäñòâèå 7. Äëÿ êàæäîãî êîäîâîãî ñëîâà x ∈ C, ãäå C � ïðîèçâîëüíûé ñî-
âåðøåííûé äâîè÷íûé êîä äëèíû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3, àíòèïîäàëüíûé åìó
âåêòîð x + 1n òàêæå ïðèíàäëåæèò êîäó C.
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Ýòî ñâîéñòâî àíòèïîäàëüíîñòè îêàçàëîñü ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ ìíîãèõ íåòðèâèàëüíûõ ñâîéñòâ ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ.

Ñëåäñòâèå 8. ×èñëî êîäîâûõ ñëîâ âåñà (n − 1)/2 ïðîèçâîëüíîãî ñîâåðøåííîãî
êîäà äëèíû n, ñîäåðæàùåãî íóëåâîé âåêòîð, ðàâíî

A(n−1)/2 =
1

n + 1

((
n

(n− 1)/2

)
+ n

(
(n− 1)/2
(n− 3)/4

))
.

4.4.2 Î ñóùåñòâîâàíèè ñîâåðøåííûõ êîäîâ
Çäåñü ðàññìîòðèì íåñêîëüêî òåîðåì î ñóùåñòâîâàíèè ñîâåðøåííûõ êîäîâ. Äîêàçà-
òåëüñòâî ñëåäóþùåé î÷åíü âàæíîé òåîðåìû âåñüìà íåòðèâèàëüíî è ìîæåò áûòü íàé-
äåíî â êíèãå [1].

Òåîðåìà 17 Î ñóùåñòâîâàíèè ñîâåðøåííûõ êîäîâ (Çèíîâüåâ Â. À., Ëå-
îíòüåâ Â. Ê., Òèåòâàéíåí À., 1972). Íåòðèâèàëüíûé ñîâåðøåííûé êîä íàä ëþ-
áûì ïîëåì Ãàëóà GF (q) äîëæåí èìåòü òå æå ñàìûå ïàðàìåòðû, ÷òî è îäèí èç
êîäîâ Õýììèíãà èëè Ãîëåÿ, ò. å.:
1) q-çíà÷íûé (n = (qm − 1)/(q − 1), qn−m, 3)�êîä;
2) äâîè÷íûé [23, 12, 7]�êîä Ãîëåÿ;
3) òðîè÷íûé [11, 6, 5]3�êîä Ãîëåÿ.

Îáà êîäà Ãîëåÿ åäèíñòâåííû ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè è ñóùåñòâóåò ìíî-
ãî íåýêâèâàëåíòíûõ ñîâåðøåííûõ q-çíà÷íûõ êîäîâ, q ≥ 2, ñì. òàêæå ñëåäñòâèå 5,
ïîä òðèâèàëüíûì ñîâåðøåííûì êîäîì ïîíèìàþòñÿ ëèáî êîä, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî
êîäîâîãî ñëîâà, ëèáî èç äâóõ àíòèïîäàëüíûõ (â ñëó÷àå, åñëè n íå÷åòíî). Â 1949 ã.
Ì. Æ. È. Ãîëåé ïîñòðîèë äâîè÷íûé ñîâåðøåííûé [23, 12, 7]�êîä.

Òåîðåìà 18 (Øàïèðî Ã. Ñ., Çëîòíèê Ä. Ñ., 1959). Åäèíñòâåííûìè ñîâåð-
øåííûìè äâîè÷íûìè êîäàìè ñ ðàññòîÿíèåì 7 ÿâëÿþòñÿ êîä ñ ïàðàìåòðàìè êîäà
Ãîëåÿ äëèíû 23 è òðèâèàëüíûé êîä äëèíû 7.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííûé äâîè÷íûé êîä äëèíû n, ðàç-
ìåðíîñòè k ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 7, òî

2n :

(
1 +

(
n
1

)
+

(
n
2

)
+

(
n
3

))
= 2k

è, ñëåäîâàòåëüíî,
1 +

(
n
1

)
+

(
n
2

)
+

(
n
3

)
= 2r,

ãäå r = n − k. Óìíîæàÿ íà 6 è ïðåîáðàçîâûâàÿ ëåâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà,
ïîëó÷èì

(n2 − n + 6)(n + 1) = 3· 2r+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé èëè âòîðîé ñîìíîæèòåëè â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà äå-
ëÿòñÿ íà 3.

Èìåþòñÿ äâà ñëó÷àÿ.
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1. Ïóñòü 3|(n2 − n + 6). Òîãäà

n + 1 = 2l, n2 − n + 6 = 3· 2r−l+1

è, çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ

(2l − 1)2 − (2l − 1) + 6 = 3· 2r−l+1

è
22l − 3· 2l + 8 = 3· 2r−l+1. (4.4)

Ïðè l = 3 èìååì òðèâèàëüíûé êîä äëèíû n = 7. Ïóñòü l > 3 è, ñëåäîâàòåëüíî, n > 7.
Èç ðàâåíñòâà (4.4) èìååì

23(22l−3 − 3· 2l−3 + 1) = 3· 2r−l+1.

Çäåñü ïåðâûé ñîìíîæèòåëü â ëåâîé ÷àñòè ñðàâíèì ñ íóëåì ïî ìîäóëþ 2, âòîðîé � ñ
åäèíèöåé ïî òîìó æå ìîäóëþ. Àíàëèçèðóÿ ñîìíîæèòåëè ïðàâîé ÷àñòè, ïðèõîäèì ê
çàêëþ÷åíèþ, ÷òî 23 = 2r−l+1 è, ñëåäîâàòåëüíî, r − l + 1 = 3. Îòñþäà

n2 − n + 6 = 3· 23,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî n äîëæíî áûòü öåëûì ÷èñëîì.
2. Ïóñòü 3|(n + 1). Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

n + 1 = 3· 2l, n2 − n + 6 = 2r−l+1,

îòêóäà
(3· 2l − 1)2 − (3· 2l − 1) + 6 = 2r−l+1

è
9· 22l − 9· 2l + 8 = 2r−l+1,

23(9· 22l−3 − 9· 2l−3 + 1) = 2r−l+1,

9· 22l−3 − 9· 2l−3 + 1 = 2r−l−2,

9· 22l−3 − 9· 2l−3 = 2r−l−2 − 1.

Äëÿ ðàâåíñòâà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ 2l−3 = 1. Îòñþäà l = 3 è n + 1 = 3· 23 = 24.
Èíûìè ñëîâàìè, ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîäà äëèíû 23 ñ êîäî-
âûì ðàññòîÿíèåì 7, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. N

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïîêàçàíî íåêîíñòðóêòèâíûì ìåòîäîì, ÷òî êîëè÷åñòâî ñî-
âåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ ñ ðàññòîÿíèåì áîëåå 4 êîíå÷íî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îäíîãî ãëóáîêîãî ðåçóëüòàòà Çèãåëÿ èç òåîðèè ÷èñåë.

Ëåììà 4 (Çèãåëü). Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí, ïðèíèìàþùèé öåëûå çíà÷åíèÿ
ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé x. Åñëè f(x) íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ëèíåéíîãî
ìíîãî÷ëåíà, óìíîæåííîé íà êîíñòàíòó, òî íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà
f(n) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè n →∞.

Òåîðåìà 19 (Øàïèðî Ã. Ñ., Çëîòíèê Ä. Ñ., 1959). Êîëè÷åñòâî ñîâåðøåííûõ
äâîè÷íûõ êîäîâ äëèíû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d ≥ 5 êîíå÷íî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü òåîðåìó, ìû äîëæíû óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîãî-
÷ëåí f(x), îïðåäåëåííûé êàê

f(x) = 1 +

(
x
1

)
+ . . . +

(
x
t

)
, (4.5)

íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ëèíåéíîãî ìíîãî÷ëåíà ïðè t ≥ 2 (çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà
(4.5) ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì âåêòîðîâ â øàðå ðàäèóñà t â x-ìåðíîì êóáå Ex), ãäå d = 2t + 1
� êîäîâîå ðàññòîÿíèå. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 4, èç ðàâåíñòâà (4.5) ïîëó÷àåì, ÷òî
÷èñëî f(n) èìååò ïðîñòîé ìíîæèòåëü, áîëüøèé äâóõ ïðè n äîñòàòî÷íî áîëüøîì è,
ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò áûòü ðàâíûì ñòåïåíè äâîéêè è, çíà÷èò, 2n/f(n) 6= 2k íè
äëÿ êàêîãî k, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ãðàíèöà Õýììèíãà íå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà è íå
ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîãî êîäà äëèíû n ñ ðàññòîÿíèåì d.

Äîêàæåì òåîðåìó îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü

f(x) = a(b + cx)t, (4.6)

ãäå a, b, c � íåêîòîðûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Âû÷èñëèì f(0) èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøå-
íèÿ:

f(0) = 1 = abt,

ò. å. f(x) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f(x) = (1 + r·x)t, (4.7)

ãäå r = c/b � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
Ïîäñòàâëÿÿ x = 1 â ðàâåíñòâî (4.5) ïîëó÷àåì

f(1) = 1 +

(
1
1

)
= 2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ïðåäñòàâëåíèÿ (4.7) èìååì

f(1) = (1 + r)t.

Òàêèì îáðàçîì, (1 + r)t = 2, îòêóäà 1 + r = t
√

2 ðàöèîíàëüíî. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò òåîðåìó. N

4.4.3 Âåðõíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ñîâåðøåííûõ êîäîâ
Ê ñîæàëåíèþ, èìååòñÿ òîëüêî âåðõíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ,
áëèçêàÿ ê òðèâèàëüíîé, õîòÿ äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà äàëåêî îò òðèâèàëüíîãî
è îñíîâàíî íà îäíîì âàæíîì ñâîéñòâå ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ, ê îïèñàíèþ
êîòîðîãî ïðèñòóïèì.

Ëåììà 5 (Àâãóñòèíîâè÷ Ñ. Â., 1995). Ïðîèçâîëüíûé ñîâåðøåííûé äâîè÷íûé
êîä äëèíû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3, ñîäåðæàùèé íóëåâîé âåêòîð, îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñâîèõ êîäîâûõ ñëîâ âåñà (n− 1)/2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðåæäå, îáîçíà÷èì âñå äâîè÷íûå âåêòîðû âåñà k ÷åðåç
En

k è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X = C ∩En
n−1

2

âñåõ êîäîâûõ ñëîâ âåñà (n− 1)/2 â ñîâåð-
øåííîì êîäå C, ñîäåðæàùåì 0n. Ïðåæäå âñåãî, ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åñëè èçâåñòíî
ìíîæåñòâî X, òî, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 7, ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì êîäà
C, ãäå X � ìíîæåñòâî âñåõ àíòèïîäàëüíûõ ñëîâ ìíîæåñòâó ñëîâ X.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ïðîäîëæåíèÿ ìíîæåñòâà X ∪X äî ñîâåð-
øåííûõ êîäîâ:

C = A ∪X ∪X ∪ A, (4.8)
D = B ∪X ∪X ∪B,

ãäå A 6= B.

Ðèñ. 7: Èëëþñòðàöèÿ ê ëåììå 5

Ëåãêî âèäíî, ÷òî d(A, B) ≥ 3. Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ìîæíî ïîñòðîèòü ñîâåðøåííûé
êîä

C ′ = A ∪X ∪X ∪B (4.9)
(ðèñ. 7).

Èç A 6= B èìååì A 6= B è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ âåêòîð y ∈ B òàêîé, ÷òî y /∈ A.
Îòñþäà, èç ñîîòíîøåíèÿ (4.8) è ñâîéñòâà àíòèïîäàëüíîñòè ñîâåðøåííîãî êîäà (ñì.
ñëåäñòâèå 7), ïîëó÷àåì y /∈ A. Ñíîâà â ñèëó àíòèïîäàëüíîñòè ñîâåðøåííîãî êîäà èç
ðàâåíñòâà (4.9) èìååì y ∈ C ′, ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ A, ïðîòèâîðå÷èå. N

Èñïîëüçóÿ ýòî ñâîéñòâî, ìîæíî äîêàçàòü âåðõíþþ îöåíêó Nn ÷èñëà ðàçëè÷íûõ
ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ äëèíû n.

Òåîðåìà 20 (Àâãóñòèíîâè÷ Ñ. Â., 1995). ×èñëî Nn ðàçëè÷íûõ ñîâåðøåííûõ
äâîè÷íûõ êîäîâ äëèíû n óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Nn ≤ 22n− 3
2 log n+log log(en)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 5 ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ âåðõíþþ îöåíêó ÷èñëà
ðàçëè÷íûõ ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ äëèíû n:

Nn ≤
( |En

(n−1)/2|
|En

(n−1)/2 ∩ Cn|
)

.
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà

nne−n
√

2πn ≤ n! ≤ e
1

12n nne1−n
√

2πn

è ñëåäñòâèå 8, ïîëó÷èì

Nn ≤
(
|En

(n−1)/2|
An−1

2

)
≤

(
2n/

√
n

2n/n
√

n

)
≤ 22n− 3

2 log n+log log(en)

. (4.10)

N

Çàìå÷àíèÿ

1. Ñðàâíèâàÿ ýòó îöåíêó ñ ëó÷øåé íèæíåé îöåíêîé ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ñîâåðøåí-
íûõ äâîè÷íûõ êîäîâ, óáåæäàåìñÿ â áîëüøîì ðàçðûâå ìåæäó íèìè.

2. Òðèâèàëüíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà èìååò âèä

22n−log n

.

Óïðàæíåíèå 21. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî
(

n
(n− 1)/2

)
≤ 2n

√
n

.

Óïðàæíåíèå 22. Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà, ÷òî ÷èñëî An−1
2

èç
ñëåäñòâèÿ 8 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

An−1
2
≤ c

2n

n
√

n
,

ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Óïðàæíåíèå 23. Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà, íåðàâåíñòâî (4.10).

Óïðàæíåíèå 24. Äîêàçàòü, ÷òî áàçîâîå ìíîæåñòâî êîäà Õýììèíãà, ñîñòîÿùåå
èç êîäîâûõ ñëîâ âåñà 3, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî èíäóêòèâíî èç ïðåäñòàâëåíèÿ êîäà
Õýììèíãà ïîñðåäñòâîì êîíñòðóêöèè Âàñèëüåâà.

Íåðåøåííàÿ ïðîáëåìà
Íàéòè íîâóþ âåðõíþþ îöåíêó ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ

äëèíû n > 15.
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Êàñêàäíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êîäîâ

5.1 Îñíîâíàÿ èäåÿ êàñêàäíîãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ
Êàñêàäíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîäîâ âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí â 1966 ã. Ã. Ä. Ôîðíè,
çàòåì, â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ, òåîðèÿ êàñêàäíûõ è îáîáùåííûõ êàñêàäíûõ êîäîâ áûëà
ðàçâèòà Â. Â. Çÿáëîâûì, Ý. Ë. Áëîõîì, Â. À. Çèíîâüåâûì.

Ðàññìîòðèì îñíîâíóþ èäåþ êàñêàäíîãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ êîäîâ.
Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ q-çíà÷íûì (n, |A|, d)-êîäîì, ò. å. êîäîì äëèíû n, ìîùíîñòè |A| ñ

êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d. Ïóñòü B � q′-çíà÷íûé (N, |B|, d′)-êîä, ãäå |B| = q. Îáîçíà÷èì
êîäîâûå ñëîâà êîäà B ñëåäóþùèì îáðàçîì: B = {b(0), . . . , b(q − 1)}. Äëÿ ëþáîãî
êîäîâîãî ñëîâà a = (a1, . . . , an) ∈ A ïîñòðîèì âåêòîð a(B) =

(
b(a1)| . . . |b(an)

)
,

ãäå ñèìâîë | îáîçíà÷àåò êîíêàòåíàöèþ âåêòîðîâ. Ìíîæåñòâî C = {a(B) : a ∈ A}
ÿâëÿåòñÿ q′-çíà÷íûì êîäîì. Ëåãêî íàéòè ïàðàìåòðû ýòîãî êîäà: äëèíà ðàâíà nN ,
ìîùíîñòü |C| = |A| è êîäîâîå ðàññòîÿíèå d(C) ≥ dd′. Êîäû A, B è C íàçûâàþòñÿ,
ñîîòâåòñòâåííî, âíåøíèì, âíóòðåííèì è êàñêàäíûì êîäàìè.

Â ýòîé ãëàâå áóäóò ïðèâåäåíû íåñêîëüêî êàñêàäíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ êîäîâ
(èíîãäà äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé êîäîâ ñ ìàëûìè êîäîâûìè
ðàññòîÿíèÿìè), ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì àâòîðàì. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì íàèáîëåå
ïðîñòûå êàñêàäíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êîäîâ, çàòåì áîëåå ñëîæíûå. Â êîíöå ýòîé ãëà-
âû èçëîæèì îáîáùåííóþ êàñêàäíóþ êîíñòðóêöèþ Â. À. Çèíîâüåâà äëÿ íåëèíåéíûõ
êîäîâ (îáîáùåííàÿ êàñêàäíàÿ êîíñòðóêöèÿ äëÿ ëèíåéíûõ êîäîâ áûëà ïðåäëîæåíà
ðàíåå Â. Â. Çÿáëîâûì è Ý. Ë. Áëîõîì).

5.2 Êîäû Ñîëîâüåâîé (1981)
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êàñêàäíîé êîíñòðóêöèè, ïðåäëîæåííîé Ô. È. Ñîëîâüåâîé â 1981 ã.,
ïîòðåáóþòñÿ ðàçáèåíèÿ n-êóáà En íà ñîâåðøåííûå êîäû.

Ðàçáèåíèÿ En íà ñîâåðøåííûå êîäû. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñîâåðøåííûé
êîä C ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3 äëèíû n = 2m − 1 ïðè m ≥ 2. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî
ïëîòíîé óïàêîâàííîñòè ñîâåðøåííîãî êîäà â En, ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå òðèâè-
àëüíîå ðàçáèåíèå En íà àíàëîãè êëàññîâ ñìåæíîñòè ïî ñîâåðøåííîìó êîäó C:

En = C ∪ (C + e1) ∪ . . . ∪ (C + en),

51
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ãäå ei � âåêòîð ñ åäèíñòâåííîé íåíóëåâîé êîîðäèíàòîé i. Ïðèâåäåì êîíñòðóêöèþ
øèðîêîãî êëàññà íåòðèâèàëüíûõ ðàçáèåíèé En íà ñîâåðøåííûå êîäû äëÿ ëþáîé äî-
ïóñòèìîé äëèíû êîäà n > 7, èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ Âàñèëüåâà.

Ëåììà 6 Ïóñòü Ek =
⋃k

i=0 Ci � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà Ek íà
ñîâåðøåííûå êîäû äëèíû k = 2m − 1, λi � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êîäà Ci â ìíî-
æåñòâî {0, 1}, |x| = x1 + x2 + . . . + xk (mod 2) äëÿ âåêòîðà x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ Ek.
Òîãäà ñîâîêóïíîñòü êîäîâ
Cn

i = {(x + y, |x|+ λi(y), x) : x ∈ Ek, y ∈ Ci},
Cn

i+k+1 = Cn
i + ek+1, i = 0, 1, . . . , k,

îáðàçóåò ðàçáèåíèå En íà ñîâåðøåííûå êîäû äëèíû n = 2k + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîäû Cn
i è Cn

j íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè i 6= j, i, j = 0, 1, . . . , k â ñèëó
ïîñòðîåíèÿ ýòèõ êîäîâ è òîãî, ÷òî ïî óñëîâèþ ëåììû Ci ∩ Cj = ∅. Àíàëîãè÷íî äëÿ
êîäîâ Cn

i è Cn
j+k+1. Î÷åâèäíî, ÷òî Cn

i ∩ Cn
i+k+1 = ∅ ïðè i = 0, 1, . . . , k. Îòìåòèì, ÷òî

ïðè ýòîì êàæäàÿ ôóíêöèÿ λi, i = 0, 1, . . . , k ïðîèçâîëüíà.

Òåîðåìà 21 (Ñîëîâüåâà Ô. È., 1981). Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî n ≥ 7 ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé Pn ïðîñòðàíñòâà En íà ñîâåðøåííûå êîäû äëèíû n óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Pn ≥ 22(n−1)/2

. (5.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ek íà ñî-
âåðøåííûå êîäû äëèíû k: Ek =

⋃k
i=0 Ci è Ek =

⋃k
i=0 C ′

i, k = 2m − 1,m ≥ 4 . Ïóñòü
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ei ∈ Ci è ei ∈ C ′

i. Ðàññìîòðèì òàêæå ðàçëè÷íûå ñåìåéñòâà
ôóíêöèé Λ = {λ0, λ1, . . . , λk} è Λ′ = {λ′0, λ′1, . . . , λ′k} ñîîòâåòñòâåííî, ãäå λi(ei) = 0 è
λ′i(ei) = 0 äëÿ êàæäîãî i = 0, 1, . . . , k. Ñîãëàñíî îïèñàííîé â ëåììå 6 êîíñòðóêöèè
íà îñíîâå ýòèõ ðàçáèåíèé è ñåìåéñòâ ôóíêöèé ïîñòðîèì äâà ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
En íà ñîâåðøåííûå êîäû äëèíû n. Åñëè èñõîäíûå ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ek, èñ-
ïîëüçóåìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ äâóõ ðàçáèåíèé En íà ñîâåðøåííûå êîäû, ñîâïàäàþò, òî
â ñèëó Λ 6= Λ′ è ñâîéñòâ λi(ei) = 0 è λ′i(ei) = 0 ýòè äâà ðàçáèåíèÿ En ðàçëè÷íû. Åñëè
æå èñõîäíûå äâà ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ek ðàçëè÷íû, òî, íåçàâèñèìî îò âûáîðà
ñåìåéñòâ ôóíêöèé Λ è Λ′, çàäàííûõ íà ýòèõ ðàçáèåíèÿõ, ðåçóëüòèðóþùèå ðàçáèåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà En òàêæå ðàçëè÷íû. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé íå ìåíüøå ÷èñëà âû-
áîðîâ âñåõ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé λi äëÿ êàæäîãî i = 0, 1, . . . , k, ãäå k = (n−1)/2, ò.å. ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî λi(ei) = 0, äëÿ êàæäîé ôóíêöèè λi èìååì 2

2(n+1)/2

n+1
−1 âîçìîæíîñòåé

âûáîðà. Îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü èíäóêòèâíîñòüþ ïîñòðîåíèÿ ðàçáèåíèé, èìååì

Pn ≥ (2
2(n+1)/2

n+1
−1)

n+1
2 ·Pn−1

2
.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, â ñèëó òîãî, ÷òî Pn−1
2

> 2
n+1

2 ïðè n ≥ 31, ïîëó÷àåì
îöåíêó (5.1).

Ïðè n = 7 óòâåðæäåíèå âåðíî ñîãëàñíî ðåçóëüòàòà Ê. Ôåëïñà 2000 ã., ïðè n = 15
äàííàÿ òåîðåìà òàêæå âåðíà, â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íåêîòîðîå ìî-
äèôèöèðîâàíèå èñïîëüçîâàííîé âûøå êîíñòðóêöèè. N
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Â äàëüíåéøåì â ýòîé ãëàâå ïîä ñîâåðøåííûìè êîäàìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ ñîâåð-
øåííûå êîäû ñ ðàññòîÿíèåì 3.

Òåîðåìà 22 (Ñîëîâüåâà Ô. È., 1981). Ïóñòü

En =
n⋃

i=0

Cn
i , En =

n⋃
i=0

Dn
i

ïðîèçâîëüíûå ðàçáèåíèÿ êóáà En íà ñîâåðøåííûå êîäû äëèíû n è π � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîäñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå n + 1 êîîðäèíàò. Òîãäà ìíîæåñòâî

C = {(x, y, |y|) : x ∈ Cn
i , y ∈ Dn

π(i), i = 0, 1, . . . , n}
ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì äâîè÷íûì êîäîì äëèíû 2n + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëèíà êîäà ðàâíà 2n + 1 = 2m+1 − 1, ãäå
n = 2m − 1. Ìîùíîñòü êîäà ðàâíà

|C| = (n + 1) · |Cn
i | · |Dn

i | = (n + 1) · |Cn
i |2 = (n + 1) · 22n

(n + 1)2
=

22n+1

(2n + 1) + 1
.

Ïðîâåðèì, ÷òî êîäîâîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 3. Ïóñòü u = (x, y, |y|) è v = (x′, y′, |y′|) �
ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå êîäîâûå ñëîâà êîäà C. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

1. Åñëè x = x′, y 6= y′, x ∈ Cn
i , i = 0, 1, . . . , n òî y, y′ ∈ Dn

π(i) è d(y, y′) ≥ 3, çíà÷èò
d(u, v) ≥ 3.

2. Ñëó÷àé x 6= x′, y = y′ àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó.
3a. Ïóñòü x 6= x′, y 6= y′ è x, x′ ∈ Cn

i . Òîãäà d(x, x′) ≥ 3 è, ñëåäîâàòåëüíî, d(u, v) ≥ 3.
3b. Ïóñòü x 6= x′, y 6= y′ è x ∈ Cn

i , x′ ∈ Cn
j , ãäå i, j ∈ {0, 1, . . . , n} è i 6= j. Òîãäà

y ∈ Dn
π(i) è y′ ∈ Dn

π(j). Åñëè |y| = |y′|, òî d(y, y′) ≥ 2, d(x, x′) ≥ 1 è, çíà÷èò, d(u, v) ≥ 3.

Ïðè |y| 6= |y′| èìååì d(y, y′) ≥ 1, d((y, |y|), (y′, |y′|)) ≥ 2, d(x, x′) ≥ 1 è ñíîâà d(u, v) ≥ 3.
Òåîðåìà äîêàçàíà. N

Êîíñòðóêöèÿ ëåãêî îáîáùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáùåé ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü íà ñëó÷àé
ðàñøèðåííûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ. Èëëþñòðàöèþ ê òåîðåìå 22 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Ci

è Dπ(i) � ðàñøèðåííûå êîäû, n = 2m ñì. íà ðèñ. 8.
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Ðèñ. 8: Ñëó÷àé ðàñøèðåííûõ êîäîâ

Çàìå÷àíèÿ

1. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà êîíñòðóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êàñêàäíîé.

2. Êîíñòðóêöèþ ìîæíî îáîáùèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: âìåñòî äâóõ ðàçáèåíèé
ïðîñòðàíñòâà En íà ñîâåðøåííûå êîäû ðàññìîòðåòü ðàçáèåíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ êîäîâ
C1 è C2 íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäêîäû ñ ïàðàìåòðàìè íåêîòîðûõ êîäîâ C3 è C4

ñîîòâåòñòâåííî (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 63 â ðàçä. 9.2). Â ñëó÷àå ðàçáèåíèé êîäîâ
C1 è C2 íà ñìåæíûå êëàññû ïî êîäàì C3 è C4 (ò. å. òðèâèàëüíûõ ðàçáèåíèé) ýòà
êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ êîíñòðóêöèåé X4 (ñì. [1], ãë. 18).

3. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, èñïîëüçóÿ ýòó êîíñòðóêöèþ, ìîæíî ïîñòðîèòü êëàññ
ðàçáèåíèé En íà ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå êîäû.

4. Êëàññ ñîâåðøåííûõ êîäîâ, îïèñàííûé â ýòîì ðàçäåëå, íå ýêâèâàëåíòåí êëàññó
êîäîâ Âàñèëüåâà. Â 1984 ã. Ê. Ò. Ôåëïñ îáîáùèë ýòó êîíñòðóêöèþ. Â 2000 ã. îí
äîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå 963 è íå áîëåå 15 408 íåýêâèâàëåíòíûõ
êîäîâ Ñîëîâüåâîé äëèíû 15. Â 2004 ã. Â. À. Çèíîâüåâ è Ä. Â. Çèíîâüåâ äîêàçàëè,
÷òî ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè 758 ñîâåðøåííûõ êîäîâ äëèíû 15 ðàíãà 13. Â 2006 ã.
Ñ. À. Ìàëþãèí ïîñòðîèë 55 ñîâåðøåííûõ êîäîâ äëèíû 15 ðàíãà 15.

Óïðàæíåíèå 25. Äîêàçàòü, ÷òî Cn
i ∩ Cn

j = ∅ äëÿ ëþáûõ i, j ∈ {1, 2, . . . , (n −
1)/2}, i 6= j â òåîðåìå 21.

Óïðàæíåíèå 26. Ïîñòðîèòü êëàññ ðàçáèåíèé êóáà En íà ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå
êîäû, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 22.

Óïðàæíåíèå 27. Îáîáùèòü êàñêàäíóþ êîíñòðóêöèþ òåîðåìû 22 äëÿ ðàñøèðåí-
íûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ.

Óïðàæíåíèå 28. Êàê ïîñòðîèòü êîä Õýììèíãà, èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ òåîðå-
ìû 22?

5.3 Êîäû Ðîìàíîâà
Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå êàñêàäíîé êîíñòðóêöèè äëÿ êîäîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñîâåð-
øåííûìè, íà ïðèìåðå êîäà äëèíû 16, êîòîðûé èìååò ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü ñðåäè
âñåõ êîäîâ òàêîé äëèíû, èñïðàâëÿþùèõ îäíó îøèáêó.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà D9
3 âñåõ äâîè÷íûõ ñëîâ

äëèíû 9 âåñà 3 íà ñåìü ñèñòåì òðîåê Øòåéíåðà ïîðÿäêà 9. Îáîçíà÷èì ýòè ñèñòåìû
òðîåê Øòåéíåðà ÷åðåç Si, i = 1, . . . , 7. Òàêèì îáðàçîì, èìååì

D9
3 =

7⋃
i=1

Si.
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Ðàññìîòðèì òàêæå ðàçáèåíèå êóáà E7 íà êëàññû ñìåæíîñòè ïî êîäó Õýììèíãà H7:

E7 =
7⋃

i=0

(H7 + ei).

Ïóñòü S ′i � ìíîæåñòâî âñåõ àíòèïîäàëüíûõ ñëîâ ê ñëîâàì ìíîæåñòâà Si, ò. å.

S ′i = {z + 19|z ∈ Si}.
Òåîðåìà 23 (Ðîìàíîâ À. Ì., 1983). Ìíîæåñòâî C16, îïðåäåëåííîå êàê

C16 = {(x, y) : x ∈ Si ∪ S ′i, y ∈ H7 + ei, i = 1, . . . , 7} ∪ {(x, y) : x ∈ {09,19}, y ∈ H7}
ÿâëÿåòñÿ êîäîì, èñïðàâëÿþùèì îäíó îøèáêó äëèíû 16 ìîùíîñòè 2720.

Äîêàçàòåëüñòâî îïóñòèì, ïîñêîëüêó îíî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 22.
Ïðèìåíåíèå êîíñòðóêöèè Ïëîòêèíà ê ýòîìó êîäó ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü õîðîøèå

êîäû äëèíû n, ãäå 2m ≤ n ≤ 2m + 2m−4.
Ïîäñòàâëÿÿ ïîëíûé ÷åòíîâåñîâîé êîä D äëèíû 17 è ðàñøèðåííûé êîä Ðîìàíî-

âà C äëèíû 17 â êîíñòðóêöèþ Ïëîòêèíà, ïîëó÷àåì êîä äëèíû 34 ñî ñëåäóþùèìè
õîðîøèìè ïàðàìåòðàìè:

D : (17, 216, 2), C : (17,
85

64
· 211, 4) =⇒ (34,

85

64
· 227, 4).

Óêîðà÷èâàÿ ýòîò êîä äâàæäû, ïîëó÷àåì êîäû äëèí 33 è 32 ñî ñëåäóþùèìè ïàðà-
ìåòðàìè:

(34,
85

64
· 227, 4) =⇒ (33,

85

64
· 227, 3) =⇒ (32,

85

64
· 226, 3).

Èñïîëüçóÿ ýòè êîäû â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà èíäóêöèè, èíäóêöèåé ïî m = log n
ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà 24 (Ðîìàíîâ À. Ì., 1983). Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà n, óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî 2m ≤ n ≤ 2m + 2m−4 − 1 ñóùåñòâóåò íåëèíåéíûé (n, λ · 2n−m−1, 3) êîä, ãäå
λ = 85/64.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ êîäîâ äëèíû áîëüøå 16 ñóùåñòâóþò äðóãèå êîäû ñ
õîðîøèìè ïàðàìåòðàìè, èñïðàâëÿþùèå îäíó îøèáêó, íàïðèìåð êîä Ýòöèîíà äëèíû
17, ìîùíîñòè 5312 ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3 è êîä Õÿìÿëÿéíåíà äëèíû 18, ìîùíîñòè
10496, ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3 (ñì. [20]). Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ Ïëîòêèíà è ýòè
êîäû ìîæíî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íûå êëàññû êîäîâ ñ õîðîøèìè
ïàðàìåòðàìè.

Óïðàæíåíèå 29. Äîêàçàòü òåîðåìó 23.

5.4 Êîäû Õÿìÿëÿéíåíà
Äëÿ èçëîæåíèÿ êîíñòðóêöèè Õÿìÿëÿéíåíà íàì ïîòðåáóåòñÿ q-çíà÷íûé êîä Õýììèí-
ãà.
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5.4.1 Êîä Õýììèíãà íàä GF (q)

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû q-çíà÷íîãî êîäà Õýììèíãà, ãäå
q > 2, òàêàÿ æå, êàê è äëÿ äâîè÷íîãî êîäà Õýììèíãà. Â êà÷åñòâå ñòîëáöîâ ïðî-
âåðî÷íîé ìàòðèöû âîçüìåì âñå q-çíà÷íûå âåêòîðû äëèíû m òàêèå, ÷òî ëþáûå äâà èç
íèõ ëèíåéíî íåçàâèñèìû è íàéäóòñÿ òðè ëèíåéíî çàâèñèìûõ. Â îòëè÷èå îò äâîè÷íîãî
ñëó÷àÿ, ìû íå ìîæåì áðàòü âñå íåíóëåâûå âåêòîðû äëèíû m, ïîñêîëüêó íåêîòîðûå
èç íèõ ìîãóò áûòü ëèíåéíî çàâèñèìûìè. Íàïðèìåð, âåêòîðû (11011) è (22022) ëè-
íåéíî çàâèñèìû íàä ïîëåì Ãàëóà GF (3). Â öåëÿõ óñòðàíåíèÿ ýòîé ñèòóàöèè âîçüìåì,
íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ñòîëáöîâ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû âñå íåíóëåâûå ñòîëáöû òàêèå,
÷òî ïåðâàÿ íåíóëåâàÿ êîîðäèíàòà â êàæäîì èç íèõ ðàâíà 1. Êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ
âåêòîðîâ äëèíû m íàä GF (q) ðàâíî qm− 1. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäè íèõ èìååì

1 + q + q2 + . . . + qm−1 = (qm − 1)/(q − 1)

âåêòîðîâ ñ ïðåäïèñàííûì ñâîéñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà q-çíà÷íîãî êîäà Õýììèí-
ãà ñ m ïðîâåðî÷íûìè ñèìâîëàìè ðàâíà n = (qm − 1)/(q − 1), ìîùíîñòü êîäà ðàâíà
qn−m è ïî ïîñòðîåíèþ êîäîâîå ðàññòîÿíèå 3. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè êîä ñ
ïàðàìåòðàìè

[n = (qm − 1)/(q − 1), qn−m, d = 3]q.

Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Hn
q .

Ïðèìåð 2. Ïîñòðîèì êîä Õýììèíãà íàä GF (3) ñ äâóìÿ ïðîâåðî÷íûìè ñèìâîëà-
ìè. Ðàññìîòðèì ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó â êàíîíè÷åñêîì âèäå

H =

(
1 1 1 0
1 2 0 1

)
.

Îíà çàäàåò òðîè÷íûé êîä Õýììèíãà H4
3 äëèíû 4. Ïåðåõîäÿ îò ýòîé ïðîâåðî÷íîé

ìàòðèöû ê ïîðîæäàþùåé ìàòðèöå â êàíîíè÷åñêîì âèäå

G =

(
1 0 −1 −1
0 1 −1 −2

)
=

(
1 0 2 2
0 1 2 1

)
,

ïîñòðîèì âñå êîäîâûå ñëîâà. Îíè èìåþò âèä
α1x1 + α2x2,

ãäå x1, x2 ñòðîêè ìàòðèöû G è α1, α2 ∈ GF (3) :

èíôîðìàöèîííûå áëîêè =⇒ êîäîâûå ñëîâà




0 0
0 1
0 2
1 0
1 1
1 2
2 0
2 1
2 2




=⇒




0 0 0 0
0 1 2 1
0 2 1 2
1 0 2 2
1 1 1 0
1 2 0 1
2 0 1 1
2 1 0 2
2 2 2 0




.
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Óïðàæíåíèå 30. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé q-çíà÷íûé êîä ñ ïàðàìåòðàìè
êîäà Õýììèíãà ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì.

5.4.2 Êîíñòðóêöèÿ Õÿìÿëÿéíåíà
Îñíîâíàÿ èäåÿ êîíñòðóêöèè Õÿìÿëÿéíåíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ñíà÷àëà â ïÿòèçíà÷-
íîì êîäå ÕýììèíãàH6

5 ñ ïàðàìåòðàìè [6, 54, 3]5 èùåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âêëþ÷åíèé
è èñêëþ÷åíèé ïîäêîä ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ìîùíîñòè íàä àëôàâèòîì èç ÷åòûðåõ
ýëåìåíòîâ, çàòåì ê ýòîìó ïîäêîäó ïðèìåíÿåòñÿ êàñêàäèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ êëàññîâ
ñìåæíîñòè ïî äâîè÷íîìó êîäó Õýììèíãà äëèíû 3. Ðàññìîòðèì äåòàëüíî ýòó êðàñè-
âóþ êîìáèíàòîðíóþ êîíñòðóêöèþ.

Ïóñòü êîä Õýììèíãà H6
5 äëèíû n = 6 íàä ïîëåì Ãàëóà GF (5), çàäàí ñâîåé ïîðîæ-

äàþùåé ìàòðèöåé â êàíîíè÷åñêîì âèäå:

G =




1 0 0 0 1 4
0 1 0 0 1 3
0 0 1 0 1 2
0 0 0 1 1 1


 .

Ïðîèçâîëüíîå êîäîâîå ñëîâî èìååò âèä

α1u1 + α2u2 + α3u3 + α4u4,

ãäå u1, u2, u3, u4 � ñòðîêè èç G è αi ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, i = 1, 2, 3, 4. Ìîùíîñòü êîäà ðàâíà
54. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò k èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3, 4}. Óäàëèì èç êîäà
H6

5 âñå êîäîâûå ñëîâà, ñîäåðæàùèå êîîðäèíàòó, ðàâíóþ k. Èñïîëüçóÿ ìåòîä âêëþ÷å-
íèé è èñêëþ÷åíèé, âû÷èñëèì ÷èñëî òàêèõ êîäîâûõ ñëîâ â êîäå Õýììèíãà H6

5 :

54 +
4∑

i=1

(−1)i

(
6
i

)
54−i − 1 = 164.

Èìååòñÿ òîëüêî îäèí âåêòîð ñ ïÿòüþ êîîðäèíàòàìè, ðàâíûìè k, íàïðèìåð, ïðè k = 4,
ýòî âåêòîð (424444). Ïîëó÷åííûé ïîäêîä ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì êîäà Õýììèíãà H6

5 íàä
àëôàâèòîì èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ {0, 1, 2, 3}. Îí èìååò 164 êîäîâûõ ñëîâà è êîäîâîå
ðàññòîÿíèå, ðàâíîå 3.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîäà äëèíû 18 ïðèìåíèì ñëåäóþùóþ êàñêàäíóþ êîíñòðóêöèþ ê
ïîëó÷åííîìó ïîäêîäó: âìåñòî ýëåìåíòà 0 ïîäñòàâèì ñëîâà äâîè÷íîãî êîäà Õýììèíãà
H3 äëèíû 3:

0 → {000, 111};
âìåñòî êàæäîãî ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3} âîçüìåì ñëîâà êëàññà ñìåæíîñòè
ïî êîäó H3 òàêèì îáðàçîì, ÷òî ëþáûì äâóì ýëåìåíòàì áóäóò îòâå÷àòü ðàçëè÷íûå
êëàññû ñìåæíîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äâîè÷íûé êîä ñ ïàðàìåòðàìè (18, 10496, 3),
ò. å. äëèíû 18, ìîùíîñòè

164 · 26 = 10496,

ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 25 (Õÿìÿëÿéíåí Õ., 1988). Ñóùåñòâóåò äâîè÷íûé êîä ñ ïà-
ðàìåòðàìè (18, 10496, 3).

Óêîðà÷èâàÿ îäíó êîîðäèíàòó â ýòîì êîäå, ïîëó÷àåì êîä, ìîùíîñòü êîòîðîãî ìåíü-
øå ìîùíîñòè èçâåñòíîãî êîäà Ýòöèîíà ñ ïàðàìåòðàìè (17, 5312, 3) (îïèñàíèå êîäà
Ýòöèîíà ìîæíî íàéòè â [13]).

Óïðàæíåíèå 31. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäêîä êîäà Õýììèíãà H6
5 íàä ïîäàëôàâèòîì

{1, 2, 3, 4}, êîòîðûé íå ñîäåðæèò ýëåìåíòà 0, ñîñòîèò èç 160 êîäîâûõ ñëîâ. Èìåííî ïî
ýòîé ïðè÷èíå â êîíñòðóêöèè Õÿìÿëÿéíåíà ñóùåñòâåííî, ÷òî k 6= 0.

5.5 Êàñêàäíàÿ êîíñòðóêöèÿ Çèíîâüåâà (1988)
Ðàññìîòðèì êàñêàäíóþ êîíñòðóêöèþ, ïðåäëîæåííóþ Â. À. Çèíîâüåâûì â 1988 ã. Èç-
ëîæèì åå äëÿ ñîâåðøåííûõ êîäîâ (íåçàâèñèìî ýòîò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ â 1989 ã. áûë
ïðåäëîæåí Ô. È. Ñîëîâüåâîé). Ýòà êîíñòðóêöèÿ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê îáîá-
ùåíèå êîíñòðóêöèè Õÿìÿëÿéíåíà, èçëîæåííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíûé q-çíà÷íûé ñîâåðøåííûé êîä ñ ïàðàìåòðàìè (n, |A|, 3)q,
q = 2k, ñîâïàäàþùèìè ñ ïàðàìåòðàìè êîäà Õýììèíãà íàä ïîëåì GF (2k), k > 1 ñ
äâóìÿ ïðîâåðî÷íûìè ñèìâîëàìè. Åãî äëèíà ðàâíà n = 2k +1. Ïóñòü îáúåäèíåíèå ñî-
âåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ C0, C1, . . . , Cr çàäàåò ðàçáèåíèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
Er, r = 2k − 1. Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ÷èñëî r + 1 = 2k êîäîâ â ðàçáèåíèè Er ñîâïàäàåò
ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ â GF (2k). Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ýëåìåíòàì ïîëÿ GF (2k) ñîïî-
ñòàâèì âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {0, 1, . . . , 2k − 1}.

Òåîðåìà 26 (Çèíîâüåâ Â. À., 1988). Ìíîæåñòâî CN , îïðåäåëåííîå êàê

CN =
⋃

(x1,x2,...,xn)∈A

Cx1 × Cx2 × . . .× Cxn ,

ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì äâîè÷íûì êîäîì äëèíû N = nr = 22k − 1, k > 1 ñ êîäîâûì
ðàññòîÿíèåì 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëèíà êîäà, î÷åâèäíî, ðàâíà

N = n(q − 1) = (2k + 1)(2k − 1) = 22k − 1.

Íåñëîæíî âû÷èñëèòü ìîùíîñòü êîäà:

|CN | = |A| · |C0|n = 2k2k−k(22k−1−k)2k+1 = 2k2k−k · 222k−1−k2k−k = 2N−log(N+1),

ãäå N = 22k − 1.
Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî êîäîâîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 3. Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëü-

íûõ êîäîâûõ ñëîâà
x = (x1, x2, . . . , xn),

y = (y1, y2, . . . , yn)
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èç A. Åñëè x 6= y, òî d(x, y) ≥ 3 è, çíà÷èò, íàéäóòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå òðè êîîðäèíàòû
i, j, k, â êîòîðûõ ðàçëè÷àþòñÿ êîäîâûå ñëîâà x è y. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò òðè
ïàðû êîäîâ â ðàçáèåíèè En òàêèå, ÷òî

d(Cxi
, Cyi

) ≥ 1, d(Cxj
, Cyj

) ≥ 1, d(Cxk
, Cyk

) ≥ 1.

Îòñþäà ñëåäóåò

d(Cx1 × Cx2 × . . .× Cxn , Cy1 × Cy2 × . . .× Cyn) ≥ 3.

Ïóñòü x = y. Òîãäà èìååì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî êîäîâûõ âåêòîðîâ êîäà CN :

Cx1 × Cx2 × . . .× Cxn .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî Cxi
ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì äâîè÷íûì êîäîì, ïîëó-

÷àåì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ðàçëè÷íûìè âåêòîðàìè ýòîãî ìíîæåñòâà
ðàâíî ïî êðàéíåé ìåðå 3. N

5.6 Êàñêàäíàÿ êîíñòðóêöèÿ Ôåëïñà (1984)
Ïóñòü C0

1 , C
0
2 , . . . , C0

r è C1
1 , C

1
2 , . . . , C1

r � ïðîèçâîëüíûå ðàçáèåíèÿ ïîëíûõ ÷åòíî-âå-
ñîâîãî êîäà è íå÷åòíî-âåñîâîãî êîäîâ ïðîñòðàíñòâà Er (ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ
ïðîñòðàíñòâà Er ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî âåñà ñîîòâåòñòâåííî) íà ðàñøèðåííûå ñîâåð-
øåííûå äâîè÷íûå êîäû äëèíû r ñ êîäîâûì ðàñòîÿíìåì 4 ñîîòâåòñòâåííî, ïóñòü Cm

� ïðîèçâîëüíûé ðàñøèðåííûé ñîâåðøåííûé äâîè÷íûé êîä äëèíû m â Em ñ êîäî-
âûì ðàñòîÿíìåì 4, â ýòîì ðàçäåëå ïóñòü r = 2k, m = 2p. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà µ
èç Cm âîçüìåì r-çíà÷íûé êîä Cµ ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 2, äëèíû m, |Cµ| = rm−1

(Cµ ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì). Íàïîìíèì, ÷òî MDS-êîä C äëèíû m, îáúåìà |C| ñ êî-
äîâûì ðàññòîÿíèåì d íàä GF (r) � ýòî êîä, äîñòèãàþùèé ãðàíèöû Ñèíãëòîíà, ò. å.
m− logr |C| = d− 1.

Òåîðåìà 27 (Ôåëïñ Ê. Ò., 1984). Ìíîæåñòâî Cn, îïðåäåëåííîå êàê

Cn = {(c1|c2| . . . |cm) : ci ∈ Cµi

ji
, µ = (µ1, µ2, . . . , µm) ∈ Cm,

j = (j1, j2, . . . , jm) ∈ Cµ}
ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ðàñøèðåííûì äâîè÷íûì êîäîì äëèíû n = mr.

Äàëåå êîä Cm áóäåì íàçûâàòü áàçîâûì êîäîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû èñïîëüçóåì äðóãîå, ýêâèâàëåíò-

íîå äàííîìó âûøå, îïðåäåëåíèå êîäà Cn:

Cn =
⋃

µ∈Cm

⋃
j∈Cµ

Cµ1

j1
× . . .× Cµm

jm
.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëèíà êîäà ðàâíà n = mr.
Òàêæå íåñëîæíî âû÷èñëèòü ìîùíîñòü êîäà:

|Cn| = |(Cµi

ji
)|m · |Cµ| · |Cm| = (2r−log r−1)m · rm−1 · 2m−log m−1 = 2n−log n−1,
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çäåñü n = mr.
Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ êîäîâûõ ñëîâ v è v′ êîäà Cn òàêèõ,

÷òî µ = µ′, j = j′ âûïîëíÿåòñÿ d(v, v′) ≥ 4.
Óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ ñïðàâåäëèâî

d = d(Cµ1

j1
× . . .× Cµm

jm
, C

µ′1
j′1
× . . .× C

µ′m
j′m

) ≥ 4

äëÿ ëþáûõ µ, µ′ ∈ Cm è j, j′ ∈ Cµ òàêèõ, ÷òî ïàðû (µ, j) è (µ′, j′) ðàçëè÷íû.
Âîçìîæíû ïðèâåäåííûå íèæå ñëó÷àè.
1. Ïðåäïîëîæèì, µ = µ′, j 6= j′.
Òîãäà d(j, j′) ≥ 2 è íàéäóòñÿ êîîðäèíàòû s, t òàêèå, ÷òî js 6= js′ , jt 6= jt′ . Îòñþäà,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî Cµs

js
è Cµs

j′s
îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ÷åòíî- èëè íå÷åòíîâåñîâûìè ñî-

âåðøåííûìè ðàñøèðåííûìè äâîè÷íûìè êîäàìè (àíàëîãè÷íî äëÿ êîäîâ Cµt

jt
è Cµt

j′t
),

èìååì d(Cµs

js
, Cµs

j′s
) ≥ 2 è d(Cµt

jt
, Cµt

j′t
) ≥ 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

d(Cµ1

j1
× . . .× Cµs

js
× Cµt

jt
× . . .× Cµm

jm
, Cµ1

j′1
× . . .× Cµs

j′s
× Cµt

j′t
× . . .× Cµm

j′m
) ≥ 4.

2. Ïóñòü µ 6= µ′.
Âåêòîðû µ è µ′ ïðèíàäëåæàò áàçîâîìó êîäó Cm, ò. å. d(µ, µ′) ≥ 4 è íàéäóòñÿ

÷åòûðå êîîðäèíàòû t, s, e è l, â êîòîðûõ ðàçëè÷àþòñÿ µ è µ′. Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþòñÿ
÷åòûðå ïàðû ñîâåðøåííûõ êîäîâ Cµi

ji
è C

µ′i
j′i

, i ∈ {t, s, e, l} òàêèå, ÷òî

d(Cµi

ji
, C

µ′i
j′i

) ≥ 1,

ò. å. d ≥ 4 Â èòîãå èìååì êîäîâîå ðàññòîÿíèå d = 4. N

Çàìå÷àíèÿ

1. Âûêàëûâàíèå ïðîèçâîëüíîé êîîðäèíàòû êîäà Cn ïðèâîäèò ê ñîâåðøåííîìó
äâîè÷íîìó êîäó äëèíû n− 1 ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3.

2. Äëÿ m = 2 êîä Cm ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì �ðàñøèðåííûì ñîâåðøåííûì� êî-
äîì, ñîñòîÿùèì èç îäíîãî âåêòîðà (01). Êîä Cµ ÿâëÿåòñÿ r-çíà÷íûì êîäîì äëèíû 2
ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 2, êîòîðîìó îòâå÷àåò ïîäñòàíîâêà π íà r ýëåìåíòàõ

Cµ = {(1, π(1)), (2, π(2)), . . . , (r, π(r))}.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 27 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû 22.

3. ×èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ñîâåðøåííûõ ðàñøèðåííûõ êîäîâ äëèíû n ïîëó÷åí-
íûõ ïî òåîðåìå 27 áóäåò íå ìåíåå

22
n+1

2 (1−εn)

,

ãäå εn → 0 ïðè n →∞.

4. Îáîáùåíèå êîíñòðóêöèè Ôåëïñà áûëî äàíî Ä. Ñ. Êðîòîâûì â 2000 ã.
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5.7 Îáîáùåííàÿ êàñêàäíàÿ êîíñòðóêöèÿ
Ïóñòü B ÿâëÿåòñÿ qB-çíà÷íûì

(
nB, K1, dB,1

)
êîäîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîä B ðàçáè-

âàåòñÿ íà q1 ïîäêîäîâ:

B =

q1−1⋃
i=0

Bi,

ãäå Bi ÿâëÿåòñÿ qB-çíà÷íûì (nB, K2, dB,2) êîäîì, i = 0, 1, . . . , q1 − 1.
Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî Bi ðàçáèâàåòñÿ íà q2 ïîäêîäîâ: äëÿ i = 0, 1, . . . , q1 − 1

èìååì

Bi =

q2−1⋃
j=0

Bi,j,

ãäå Bi,j ÿâëÿåòñÿ qB-çíà÷íûì
(
nB, K3, dB,3

)
êîäîì, K3 = q3.

Ïóñòü ïðîèçâîëüíîå êîäîâîå ñëîâî b ∈ B èìååò íîìåð k â Bi,j, òîãäà òðîéêà

(i, j, k) ∈ {0, . . . , q1 − 1} × {0, . . . , q2 − 1} × {0, . . . , q3 − 1}
îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåò âåêòîð b, ýòî ìîæíî çàïèñàòü êàê b = b(i, j, k).

Äëÿ êàæäîãî ` = 1, 2, 3, ðàññìîòðèì q`-çíà÷íûé
(
nA, KA,`, dA,`

)
êîä A` è åãî ïðî-

èçâîëüíîå êîäîâîå ñëîâî a` = (a`
1, . . . , a`

nA
) ∈ A`. Äëÿ ëþáîãî s = 1, . . . , nA òðîéêà

(a1
s, a

2
s, a

3
s) äàåò êîäîâîå ñëîâî b = b(a1

s, a
2
s, a

3
s) èç B.

Ïóñòü

C = {(b(a1
1, a

2
1, a

3
1)| . . . |b(a1

nA
, a2

nA
, a3

nA
)
)

: a` ∈ A`, 1 ≤ ` ≤ 3}. (5.2)

Òåîðåìà 28 (Çèíîâüåâ Â. À., 1975). Ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ qB-çíà÷íûì
êîäîì äëèíû nC = nAnB, ìîùíîñòè KA,1KA,2KA,3, ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì

dC ≥ min{dA,1dB,1, dA,2dB,2, dA,3dB,3}.

Ðèñ. 9 Èëëþñòðàöèÿ ê òåîðåìå 28

Ðàññìîòðèì äâîè÷íûé ñëó÷àé. Ïóñòü B = EnB , B = EnB• ∪ (EnB \ EnB• ), ãäå
EnB• � ïîëíûé ÷åòíî-âåñîâîé êîä B, nB = 2m. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ðàçáèåíèÿ
êîäîâ EnB• è En \ EnB• íà 2m ðàñøèðåííûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ äëèíû nB.

Ïóñòü A1 � ïðîèçâîëüíûé ðàñøèðåííûé ñîâåðøåííûé äâîè÷íûé êîä
(nA, 2nA−1−u, 4), nA = 2u. Ïóñòü A2 ÿâëÿåòñÿ nB-çíà÷íûì (nA, nnA−1

B , 2) êîäîì (MDS
êîäîì ñ ðàññòîÿíèåì 2) è A3 ÿâëÿåòñÿ q3-çíà÷íûì (nA, qnA

3 , 1) êîäîì, ãäå q3 = 2nB−1−m.
Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ ïîñëåäíåé òåîðåìû, ôîðìóëà (5.2) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

ðàñøèðåííûé ñîâåðøåííûé äâîè÷íûé êîä C äëèíû 2m+n.
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Òåîðåìà 29 (Çèíîâüåâ Â. À., Ëîáñòåéí À., 1997). Êîä C ÿâëÿåòñÿ ðàñøè-
ðåííûì ñîâåðøåííûì äâîè÷íûì êîäîì C äëèíû 2m+n.
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Çàìå÷àíèÿ

1. Ïåðå÷èñëåíèå ðàñøèðåííûõ ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ äëèíû 16, ïîëó-
÷åííûõ îáîáùåííîé êàñêàäíîé êîíñòðóêöèåé, áûëî ïîëó÷åíî Â. À. Çèíîâüåâûì è
Ä. Â. Çèíîâüåâûì â 2002 ã., à èìåííî èìè áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò 285 íåýê-
âèâàëåíòíûõ òàêèõ êîäîâ.

2. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîíñòðóêöèÿ Ôåëïñà ìîæåò áûòü îïèñàíà â òåðìèíàõ
îáîáùåííîé êàñêàäíîé êîíñòðóêöèè Çèíîâüåâà.
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Ãëàâà 6

Ïîëÿ Ãàëóà

6.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Â ýòîé ãëàâå ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ î ïîëÿõ Ãàëóà
(ñì. [1, 2, 8, 22, 25]), êîòîðûå ïîòðåáóþòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ èçëîæåíèÿ òåîðèè
öèêëè÷åñêèõ êîäîâ.

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà < F ; +, · > íàçûâàåòñÿ ïîëåì, åñëè:
(i) < F ; + > ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ (ñ åäèíè÷íûì ýëå-

ìåíòîì 0),
(ii) < F \ {0}; · > ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé ïî óìíîæåíèþ (ñ åäèíè÷íûì

ýëåìåíòîì 1),
(iii) Âûïîëíåíû çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè: äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ F ñïðà-

âåäëèâî
a(b + c) = ab + ac,

(b + c)a = ba + ca.

Ïîðÿäêîì ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ. Ïîëå F íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì,
åñëè îíî èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëå íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì.

Ïðèìåðàìè áåñêîíå÷íûõ ïîëåé ÿâëÿþòñÿ < Q; +, · >, < R; +, · >, < C; +, · >, ãäå
Q,R,C îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ, âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
ñîîòâåòñòâåííî, à îïåðàöèè + è · ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ. Ïðèìåðîì êîíå÷íîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ êîëüöî âû÷åòîâ < Zp; +, · > öåëûõ ÷èñåë
ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà p. Äàëåå òàêîå ïîëå áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûì è îáîçíà÷àòü
÷åðåç Fp.

Îïðåäåëåíèå. Õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëü-
íîå öåëîå ÷èñëî p òàêîå, ÷òî â ïîëå F ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸
p ðàç

= 0.

Ïîñêîëüêó â ïîëå íåò äåëèòåëåé íóëÿ, õàðàêòåðèñòèêà p âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
÷èñëîì. Åñëè òàêîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîëå F èìååò õàðàêòåðè-
ñòèêó 0. Î÷åâèäíî, ëþáîå êîíå÷íîå ïîëå èìååò õàðàêòåðèñòèêó, îòëè÷íóþ îò íóëÿ.
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Îïðåäåëåíèå. Ïîäêîëüöî < I; +, · > ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà < R; +, · > íàçûâà-
åòñÿ èäåàëîì, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ u ∈ I, v ∈ R âûïîëíÿåòñÿ u ·v ∈ I è v ·u ∈ I.

Íàïðèìåð, ïîäêîëüöî < pZ; +, · > ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà öåëûõ ÷èñåë
< Z; +, · >.

Ïóñòü < F ; +, · > � íåêîòîðîå ïîëå. Ðàññìîòðèì êîëüöî F [x] âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò
ïåðåìåííîé x ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ F . Ïóñòü s(x) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí
èç F [x]. Òîãäà ìíîæåñòâî

(s(x)) = { c(x) · s(x) | c(x) ∈ F [x] } (6.1)

îáðàçóåò èäåàë êîëüöà F [x]. Âåðíî è îáðàòíîå: ëþáîé èäåàë êîëüöà F [x] ïðåäñòàâèì
â âèäå ñîâîêóïíîñòè ïðîèçâåäåíèé ìíîãî÷ëåíîâ (6.1) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ìíîãî÷ëåíà
s(x). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî s(x) ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòå-
ïåíè â èäåàëå (s(x)). Ïîëüçóÿñü àëãîðèòìîì Åâêëèäà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî â ëþáîì èäåàëå òàêîé ìíîãî÷ëåí s(x) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí. Ðàññìîòðèì
ôàêòîð-êîëüöî F [x]/(s(x)) êîëüöà âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ F [x] ïî ìîäóëþ èäåàëà (s(x)).
Ýëåìåíòàìè ôàêòîð-êîëüöà F [x]/(s(x)) ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïå-
íè ìåíüøåé, ÷åì ñòåïåíü s(x), à îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â ôàêòîð-êîëüöå
ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà s(x). Åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà s(x) ðàâíà m è
ïîëå F êîíå÷íî, òî ôàêòîð-êîëüöî F [x]/(s(x)) ñîäåðæèò â òî÷íîñòè |F |m ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí f(x) èç êîëüöà F [x] íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì íàä
ïîëåì F , åñëè îí íîðìèðîâàííûé (ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì 1) è íå ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ èç F [x] ìåíüøèõ ñòåïåíåé.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 30. Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïðî-
ñòîãî ïîëÿ Fp è (f(x)) � èäåàë, ïîðîæäåííûé ìíîãî÷ëåíîì f(x) â êîëüöå Fp[x].
Ôàêòîð-êîëüöî Fp[x]/(f(x)), ñîñòîÿùåå èç pm ýëåìåíòîâ, ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîãî÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì íàä Fp.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü p = 2, F2 = {0, 1}. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f(x) = 1 + x3 + x4.
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îí íåïðèâîäèì íàä F2. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ýëåìåíòû
0 è 1 íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè, òî f(x) íå èìååò ëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ x è x + 1 â
êà÷åñòâå äåëèòåëåé. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åäèíñòâåííûé íåïðèâîäèìûé íàä F2 ìíî-
ãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè x2+x+1 òàêæå íå äåëèò f(x). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí f(x)
íåïðèâîäèì è ïî òåîðåìå 30 ôàêòîð-êîëüöî F2[x]/(f(x)) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîëåì ñ
24 ýëåìåíòàìè. Âñå 16 åãî ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâèìû êàê ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè ìåíüøåé
4 ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ íàä F2 è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ f(x). Íàïðèìåð:

(x3 + x + 1)(x2 + 1) = x5 + x3 + x2 + x3 + x + 1 = x5 + x2 + x + 1 =

x · x4 + x2 + x + 1 = x(x3 + x) + x2 + x + 1 =

(x4 + x) + x2 + x + 1 = (x3 + 1 + x) + x2 + x + 1 = x3 + x2 (mod f(x)).
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Òåîðåìà 30 ïðèâîäèò ê ðÿäó âîïðîñîâ:

1. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðèâîäèìûé íàä Fp ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ïðîñòîãî ÷èñëà p è ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà m?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûõ íàä Fp ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè m?

3. Ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå êîíå÷íûå ïîëÿ?
Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû áóäóò ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

6.2 Ñòðîåíèå êîíå÷íûõ ïîëåé
Òåîðåìà 31. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî

÷èñëà m ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïîëå ïîðÿäêà pm.
Êîíå÷íîå ïîëå ïîðÿäêà pm íàçûâàåòñÿ ïîëåì Ãàëóà è îáîçíà÷àåòñÿ GF (pm) â ÷åñòü

ïåðâîãî èññëåäîâàòåëÿ òàêèõ ïîëåé Ýâàðèñòà Ãàëóà.
Ïîðÿäêîì ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà β íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ íàè-

ìåíüøåå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî βk = 1. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäå-
ëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â êîíå÷íîì ïîëå GF (pm) äëÿ ýëåìåíòà β ïîðÿäêà k âñå ýëåìåíòû
1, β, β2, . . . , βk−1 ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó ïîðÿäîê êàæäîãî ýëåìåíòà ïîëÿ GF (pm) êîíå-
÷åí è íå ïðåâûøàåò ÷èñëà pm−1. Ýëåìåíò α ïîëÿ GF (pm) íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì,
åñëè åãî ïîðÿäîê ðàâåí pm − 1.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî êîíå÷íûõ ïîëåé ïîðÿäêà, îòëè÷íîãî îò
pm, íå ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà 32. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå ïîðÿäêà q õàðàêòåðèñòèêè p. Òîãäà äëÿ
íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà m ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî q = pm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïîëå F ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî êàê ëèíåéíîå
m-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä GF (p) äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà m.
Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F ðàâíà p, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëå F ñîäåðæèò
GF (p) â êà÷åñòâå íàèìåíüøåãî ïîäïîëÿ. Ïóñòü m � ìîùíîñòü áàçèñà ïîëÿ F íàä
GF (p), ò. å. ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò u ∈ F ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

u = a1v
1 + . . . + amvm (6.2)

äëÿ íåêîòîðûõ ai ∈ GF (p) è ýëåìåíòû vi ∈ GF (q), i = 1, . . . , m ëèíåéíî íåçàâèñèìû
íàä GF (p). Òîãäà âåðíî q ≤ pm. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ýëåìåíòû v1, . . . , vm îá-
ðàçóþò áàçèñ ïîëÿ F , âñå ýëåìåíòû u âèäà (6.2) ðàçëè÷íû ïðè ðàçëè÷íûõ a1, . . . , am

è ïðèíàäëåæàò ïîëþ F . Ñëåäîâàòåëüíî, q ≥ pm. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî q = pm. N

Ïóñòü (a, b) îçíà÷àåò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b. Èìåþò ìåñòî ñëå-
äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 7. Ïóñòü ýëåìåíòû β è γ êîììóòàòèâíîé ãðóïïû èìåþò ïîðÿäêè k è
l ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì (k, l) = 1. Òîãäà ïîðÿäîê ýëåìåíòà βγ ðàâåí kl.
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Ëåììà 8. Ïóñòü ïîðÿäîê ýëåìåíòà β êîììóòàòèâíîé ãðóïïû ðàâåí k. Òîãäà
ïîðÿäîê ýëåìåíòà βl ðàâåí k

(k,l)
.

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 33. Íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ GF (pm) îáðàçóþò öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó
ïîðÿäêà pm − 1 îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n � ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ
GF (pm) è α � ýëåìåíò ïîðÿäêà n, ò. å. αn = 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî n ≤ pm − 1, òàê
êàê âñå n ñòåïåíåé ýëåìåíòà α ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé è íå ðàâíû 0.

Ïóñòü β � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîëÿ ïîðÿäêà k, ò. å. βk = 1. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà
k |n (ò. å. k äåëèò n). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: k - n. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò β(k,n). Ïî
ëåììå 8 åãî ïîðÿäîê ðàâåí k

(k,n)
, ò. å.

(β(k,n))
k

(k,n) = 1.

×èñëà k
(k,n)

è n âçàèìíî ïðîñòû, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 7 ïîðÿäîê ýëåìåíòà α ·β(k,n)

ðàâåí nk
(n,k)

, ò. å.
(α · β(k,n))

nk
(n,k) = 1.

Íî ÷èñëî nk
(n,k)

ñòðîãî áîëüøå n, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó n. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî
k |n. Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà
xn− 1 = 0. Ïîñêîëüêó ñòåïåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâíà n, òî îí èìååò íå áîëüøå, ÷åì
n ðàçëè÷íûõ êîðíåé â äàííîì ïîëå GF (pm), ïîýòîìó pm − 1 ≤ n.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî â ïîëå GF (pm) íàéäåòñÿ ýëåìåíò α ïîðÿäêà
n = pm − 1. Âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû GF (pm) ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ñòåïåíÿìè α. N

Ýòà ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîé ãðóïïîé ïîëÿ GF (pm). Êàæäûé îáðàçóþùèé ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû (ò. å. ïîðîæ-
äàþùèé îñòàëüíûå ýëåìåíòû ãðóïïû), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì
ïîëÿ. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëå GF (pm) ñîäåðæèò â
òî÷íîñòè ϕ(pm − 1) ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ, ãäå ϕ îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ Ýéëåðà. Â
êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà 34 (Òåîðåìà Ôåðìà). Êàæäûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (pm) óäîâëåòâîðÿ-
åò óðàâíåíèþ

xpm − x = 0,

ò. å. â ïîëå GF (pm) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

xpm − x =
∏

β∈GF (pm)

(x− β).

Òåîðåìà 35. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè p
è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà s ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(a− b)ps

= aps − bps

.
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Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ñâîäêó îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ïîëÿì Ãàëóà
è íåîáõîäèìûõ íàì â äàëüíåéøåì:

1. ×èñëî ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ Ãàëóà ðàâíî ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà.

2. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà m ≥ 0 ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïîëå Ãàëóà GF (pm).

3. Íàèìåíüøèì ïîäïîëåì ïîëÿ GF (pm) ÿâëÿåòñÿ ïîëå GF (p).

4. Ïîëå GF (pk) ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì ïîëÿ GF (pm) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
k äåëèò m.

5. Ëþáîå ïîëå GF (pm) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò.

6. Íàä êàæäûì ïîëåì Ãàëóà GF (p) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ïðèìèòèâíûé
ìíîãî÷ëåí ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè.

6.3 Ïðèìåðû êîíå÷íûõ ïîëåé
Ïðèìåð 4. Ïîñòðîèì êîíå÷íîå ïîëå GF (24) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 30. Èñïîëüçóåì

äëÿ ýòîãî íåïðèâîäèìûé íàä GF (2) ìíîãî÷ëåí f(x) = x4 + x + 1.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 30, ïîëå GF (24) ñîñòîèò èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè

ìåíüøåé 4:

0 x x2 x3

1 x + 1 x2 + 1 x3 + 1
x2 + x x3 + x
x2 + x + 1 x3 + x + 1

x3 + x2

x3 + x2 + 1
x3 + x2 + x
x3 + x2 + x + 1

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è âçÿòèÿ îáðàòíîãî
ýëåìåíòà. Îñîáåííî óäîáíî ïðîèçâîäèòü ýòè îïåðàöèè ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ
âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (24) â âèäå ñòåïåíåé íåêîòîðîãî ïðèìè-
òèâíîãî ýëåìåíòà α. Âûáåðåì åãî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â êà÷åñòâå α
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ìîæíî âçÿòü x. Äåéñòâèòåëüíî, âñå åãî ñòåïåíè ïî ìîäóëþ f(x) ðàçëè÷íû ìåæäó
ñîáîé:

x1 = x,
x2 = x2,
x3 = x3,
x4 = x + 1,
x5 = x2 + x,
x6 = x3 + x2,
x7 = x3 + x + 1,
x8 = x2 + 1,
x9 = x3 + x,
x10 = x2 + x + 1,
x11 = x3 + x2 + x,
x12 = x3 + x2 + x + 1,
x13 = x3 + x2 + 1,
x14 = x3 + 1,
x15 = 1,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê x ðàâåí 15 = 24 − 1.

Ïðåäñòàâèì ïîëå ñ ïîìîùüþ òàáëèöû. Çäåñü ÷èñëî i äëÿ ýëåìåíòà γ = αi íàçûâà-
åòñÿ ëîãàðèôìîì γ (ïî îñíîâàíèþ âûáðàííîãî ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà α). Ëîãàðèôì
ýëåìåíòà 0 ïîëàãàþò îáû÷íî ðàâíûì −∞.

Ëîãàðèôì Ñòåïåíü ïðèì. ýë-òà Ìíîãî÷ëåí Âåêòîð
−∞ 0 0 (0000)
0 1 1 (1000)
1 α x (0100)
2 α2 x2 (0010)
3 α3 x3 (0001)
4 α4 x + 1 (1100)
5 α5 x2 + x (0110)
6 α6 x3 + x2 (0011)
7 α7 x3 + x + 1 (1101)
8 α8 x2 + 1 (1010)
9 α9 x3 + x (0101)
10 α10 x2 + x + 1 (1110)
11 α11 x3 + x2 + x (0111)
12 α12 x3 + x2 + x + 1 (1111)
13 α13 x3 + x2 + 1 (1011)
14 α14 x3 + 1 (1001)

Ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ñëîæåíèåì ïî ìîäóëþ 2 è íå çàâèñèò
îò âûáîðà ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà â ïîëå. Íàïðèìåð:

α7 + α11 = (x3 + x + 1) + (x3 + x2 + x) = x2 + 1 = α8.

Óìíîæåíèå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ñòåïåíåé ïðèìè-
òèâíîãî ýëåìåíòà, ïðîâîäèòñÿ ïóòåì ñëîæåíèÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé ïî ìîäóëþ 15,
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íàïîìíèì, ÷òî α15 = 1. Íàïðèìåð:

(x3 + x2) · (x3 + x2 + 1) = α6 · α13 = α19 (mod 15) = α4 = x + 1.

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, â îòëè÷èå îò ñëîæåíèÿ, çàâèñèò îò âûáîðà ìíîãî÷ëåíà f(x).
Òåì íå ìåíåå, ñîãëàñíî òåîðåìå 31, êàêèå áû íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû îäèíàêîâîé
ñòåïåíè íè èñïîëüçîâàëèñü íàìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëÿ, âñå ïîñòðîåííûå ïîëÿ áóäóò
èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé.

Íàõîæäåíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïîêàæåì íà ïðèìåðå. Íàéäåì îáðàòíûé ýëåìåíò
äëÿ ìíîãî÷ëåíà x3 + x2 + 1 = α13, ò. å. òàêîé íåíóëåâîé ýëåìåíò αk, ÷òî

α13 · αk = 1.

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì

(x3 + x2 + 1)−1 = α−13 = α15−13 = α2 = x2.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèå íàéäåíî âåðíî:

(x3 + x2 + 1) · (x2) = x5 + x4 + x2 = ((x2 + x) + (x + 1) + x2) mod (f(x)) = 1 mod (f(x)).

Âîçìîæíîñòü íàõîäèòü äëÿ çàäàííîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà îáðàòíûé îáåñïå÷èâà-
åòñÿ íåïðèâîäèìîñòüþ ìíîãî÷ëåíà f(x) (àíàëîãè÷íî è â îáùåì âèäå äëÿ ëþáîãî ïîëÿ
íàä GF (q)).

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ïîñòðîåííîì ïîëå ýëåìåíòû α2, α4 òàêæå ïðèìèòèâ-
íûå, à ýëåìåíòû α3, α5 ïðèìèòèâíûìè íå ÿâëÿþòñÿ. Íàïðèìåð, ñòåïåíè ýëåìåíòà α3

ïîðîæäàþò íå âñå ïîëå, à òîëüêî ýëåìåíòû

α3, α6, α9, α12, α15 = 1.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) â íàøåì ñëó÷àå ïðèìèòèâíûé, ïîñêîëüêó x, åãî
êîðåíü ïî ïîñòðîåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì α.

Ïðèìåð 5. Ïîñòðîèì êîíå÷íîå ïîëå GF (24) ñ ïîìîùüþ íåïðèâîäèìîãî íàä GF (2)
ìíîãî÷ëåíà f(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1. Íàéäåì íåêîòîðûé ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò
ïîëÿ GF (24). Íàïðèìåð, ýëåìåíò x íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì, òàê êàê åãî
ïîðÿäîê ðàâåí 5, ÷òî ìåíüøå 24 − 1 = 15. Äåéñòâèòåëüíî,

x5 = x · x4 ≡ x · (x3 + x2 + x + 1) mod(f(x)) ≡ 1 mod(f(x)).

Â êà÷åñòâå ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà ìîæíî âçÿòü x + 1, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ ÷òî åãî
ïîðÿäîê ðàâåí 15.

Ïðåäñòàâèì ïîëå ñ ïîìîùüþ òàáëèöû, ïðèâåäåííîé íà ñ. 67.
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Ëîãàðèôì Ñòåïåíü ïðèì. ýë-òà Ìíîãî÷ëåí Âåêòîð
−∞ 0 0 (0000)
0 1 1 (1000)
1 α x + 1 (1100)
2 α2 x2 + 1 (1010)
3 α3 x3 + x2 + x + 1 (1111)
4 α4 x3 + x2 + x (0111)
5 α5 x3 + x2 + 1 (1011)
6 α6 x3 (0001)
7 α7 x2 + x + 1 (1110)
8 α8 x3 + 1 (1001)
9 α9 x2 (0010)
10 α10 x3 + x2 (0011)
11 α11 x3 + x + 1 (1101)
12 α12 x (0100)
13 α13 x2 + x (0110)
14 α14 x3 + x (0101)

Òàêèì îáðàçîì, ìû óáåäèëèñü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî
íàéòè ðàçëè÷íûå (íî ýêâèâàëåíòíûå) ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëÿ Ãàëóà GF (24).

6.4 ×èñëî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ
Ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µ(d) =





1, åñëè d = 1;
(−1)r, åñëè d � ïðîèçâåäåíèå r ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë;

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
Ðàññìîòðèì ïðîñòîå ïîëå GF (p). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ip(m) ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ íàä

GF (p) ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè m.

Òåîðåìà 36. Ñïðàâåäëèâî

Ip(m) =
1

m

∑

d, d|m
µ(d)p

m
d .

Óïðàæíåíèå 32. Óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì ïîëåé, ïðèâåäåííûõ â ïðèìåðàõ 4 è 5.

Óïðàæíåíèå 33. Äîêàçàòü ëåììû 7 è 8 è òåîðåìó 35.

Óïðàæíåíèå 34. Íàéòè âñå íåïðèâîäèìûå íàä GF (2) ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè, íå
ïðåâûøàþùåé 3.

Óïðàæíåíèå 35. Ïîñòðîèòü ïîëå Ãàëóà GF (22), èñïîëüçóÿ íåïðèâîäèìûé ìíî-
ãî÷ëåí x2 + x + 1. Íàéòè òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîëÿ.
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Óïðàæíåíèå 36. Ïîñòðîèòü äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëÿ Ãàëóà GF (23), èñïîëüçóÿ
îäèí íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí x3 + x + 1 è ðàçíûå ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû. Óêàçàòü
èçîìîðôèçì ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé.

Óïðàæíåíèå 37. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí M(x) = x5 + x2 + 1 íåïðèâîäèì íàä
GF (2).

Óïðàæíåíèå 38. Ïîñòðîèòü ïîëÿ Ãàëóà:
à) GF (23), èñïîëüçóÿ íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí x3 +x2 +1. Ïîêàçàòü èçîìîðôèçì

ìåæäó ïîñòðîåííûì ïîëåì è ïîëåì èç óïðàæíåíèÿ 36;
á) GF (32), èñïîëüçóÿ íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí x2 + x + 2;
â) GF (33), èñïîëüçóÿ íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí x3 + 2x + 1.
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Ãëàâà 7

Öèêëè÷åñêèå êîäû

Â ýòîé ãëàâå ðàññìîòðèì ââåäåíèå â òåîðèþ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ. Âàæíîñòü öèê-
ëè÷åñêèõ êîäîâ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî:

1. Êëàññ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ ñîäåðæèò ìíîãî êîäîâ ñ êîíñòðóêòèâíî çàäàâàåìûì
ðàññòîÿíèåì; ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì, áëèçêèì ê íàèëó÷øåìó, â îñîáåííîñòè äëÿ êî-
äîâ äëèíû ≤ 100.

2. Äëÿ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ ñóùåñòâóþò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå ìå-
òîäû äåêîäèðîâàíèÿ è êîäèðîâàíèÿ, ïîýòîìó èìåííî öèêëè÷åñêèå êîäû ÷àùå âñåãî
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè â êàíàëàõ ñâÿçè ñ øóìàìè.

7.1 Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà
Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûé êîä äëèíû n íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî
êîäîâîãî ñëîâà (x1, x2, . . . , xn) ñëîâî (x2, . . . , xn, x1) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì.

Öèêëè÷åñêèå êîäû îáëàäàþò íåñëîæíûìè ïðîöåäóðàìè êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðî-
âàíèÿ, èìåþò õîðîøèå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà, èõ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ñîäåðæàò
öèêëè÷åñêèå ïîäñòàíîâêè. Âñå ñîâåðøåííûå ëèíåéíûå êîäû, êîäû Ðèäà�Ìàëëåðà è
äðóãèå êîäû, ïîñòðîåííûå åùå äî òîãî, êàê Ïðåéíäæ ââåë ïîíÿòèå öèêëè÷åñêîãî
êîäà è îïèñàë îáùèå ñâîéñòâà òàêèõ îáúåêòîâ, ÿâëÿþòñÿ êîäàìè, êîòîðûå ïîñëå ïå-
ðåñòàíîâêè êîîðäèíàò è íåñóùåñòâåííîé ìîäèôèêàöèè îêàçûâàþòñÿ öèêëè÷åñêèìè
(ñì. [5]). Ìíîãèå âàæíåéøèå áëîêîâûå êîäû, îòêðûòûå ïîçæå, òàêæå îêàçàëèñü ëèáî
öèêëè÷åñêèìè, ëèáî òåñíî ñâÿçàííûìè ñ íèìè.

Ïåðåéäåì ê àëãåáðàè÷åñêîìó îïèñàíèþ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷ëå-
íîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç êîíå÷íîãî ïîëÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ïðîñòîå êîíå÷íîå ïîëå GF (p), ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Íàïîì-
íèì, ÷òî F [x] � êîëüöî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííîé x ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ
F . Îíî àññîöèàòèâíî, êîììóòàòèâíî è ñîäåðæèò åäèíèöó. Â êîëüöå F [x] ðàññìîòðèì
ôàêòîð-ìíîæåñòâî F [x]/(xn − 1), ñîñòîÿùåå èç êëàññîâ âû÷åòîâ êîëüöà F [x] ïî ìî-
äóëþ ìíîãî÷ëåíà xn − 1. Ìíîæåñòâî F [x]/(xn − 1) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ (+) è óìíîæåíèÿ (·) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. Çàìåòèì, ÷òî
ìíîæåñòâî F [x]/(xn − 1) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, òàê êàê ìíîãî÷ëåí xn − 1 ïðèâîäèì.
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Âñå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå áîëüøå n−1 ïîïàäàþò â ðàçëè÷íûå êëàññû âû÷åòîâ è
èõ ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé ýòèõ êëàññîâ. Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ
F [x]/(xn − 1) èçîìîðôíî n-ìåðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó íàä F :

c(x) = c0 + c1x + c2x
2 + . . . + cn−1x

n−1 ←→ c = (c0, c1, c2, . . . , cn−1).

Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü âåêòîðû è ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè ìåíüøå n, íî
èç êîíòåêñòà âñåãäà áóäåò ïîíÿòíî, ðå÷ü èäåò î ìíîãî÷ëåíàõ èëè î âåêòîðàõ. Ïóñòü
äàí ìíîãî÷ëåí

c(x) =
n−1∑
i=0

cix
i = c0 + c1x + . . . + cn−1x

n−1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

←−−
c(x) =

n∑
i=1

cn−ix
i−1 = cn−1 + cn−2x + . . . + c0x

n−1

èíâåðñèþ ìíîãî÷ëåíà c(x), çàïèñàâ åãî êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ x â îáðàòíîì
ïîðÿäêå.

Îïðåäåëåíèå. Èäåàëîì I êîëüöà F [x]/(xn − 1) íàçûâàåòñÿ òàêîå åãî ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ r(x) ∈ F [x]/(xn − 1) è c(x) ∈ I ìíîãî-
÷ëåí r(x) · c(x) ïðèíàäëåæèò I.

Òåîðåìà 37. Ïîäïðîñòðàíñòâî êîëüöà F [x]/(xn− 1) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì êî-
äîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îáðàçóåò èäåàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû ÿâ-
ëÿåòñÿ òî, ÷òî â êîëüöå F [x]/(xn − 1) óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíà íà x ñîîòâåòñòâóåò
öèêëè÷åñêîìó ñäâèãó âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå F n. Äåéñòâèòåëüíî,

x · c(x) = x · (c0 + c1x + c2x
2 + . . . + cn−1x

n−1) =

= cn−1 + c0x + c1x
2 + . . . + cn−2x

n−1.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð
(c0, c1, . . . , cn−1)

ïåðåõîäèò â âåêòîð
(cn−1, c0, c1, . . . , cn−2),

ò. å. ïîëó÷àåì öèêëè÷åñêèé ñäâèã â F n.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü C � öèêëè÷åñêèé êîä. Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîäîâîãî âåêòî-

ðà c åãî öèêëè÷åñêèé ñäâèã ïðèíàäëåæèò C. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî êîäîâîãî
ìíîãî÷ëåíà c(x) ïðîèçâåäåíèå x · c(x) ïðèíàäëåæèò êîäó. Îòñþäà ñëåäóåò, â ñèëó ëè-
íåéíîñòè öèêëè÷åñêîãî êîäà, ÷òî f(x) · c(x) ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì ìíîãî÷ëåíîì, ãäå f(x)
� ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí èç F [x]/(xn − 1). Ñëåäîâàòåëüíî, C � èäåàë â êîëüöå
F [x]/(xn − 1).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî D êîëüöà F [x]/(xn− 1) îáðàçóåò èäåàë.
Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí c(x) ∈ D. Ïî îïðåäåëåíèþ èäåàëà, ìíîãî÷ëåí f(x) · c(x) ïðè-
íàäëåæèò D äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ F [x]/(xn−1). Òîãäà x ·c(x) ïðèíàäëåæèò
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D. Êðîìå òîãî, ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ èç D òàêæå ëåæèò â D è, ñëåäîâàòåëü-
íî, D � öèêëè÷åñêèé êîä. N

Èíîãäà ïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèì ýêâèâàëåíòíûì îïðåäåëåíèåì öèêëè÷åñêîãî êîäà.
Îïðåäåëåíèå. Öèêëè÷åñêèì êîäîì äëèíû n íàçûâàåòñÿ èäåàë êîëüöà

F [x]/(xn − 1).

7.2 Ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí
Âûáåðåì â öèêëè÷åñêîì êîäå C íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè, îáîçíà÷èì
åãî ñòåïåíü ÷åðåç r. Óìíîæèì ìíîãî÷ëåí íà ïîäõîäÿùèé ýëåìåíò ïîëÿ F , ÷òîáû
îí ñòàë íîðìèðîâàííûì (èëè ïðèâåäåííûì), ò. å. ÷òîáû êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé
ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà ðàâíÿëñÿ 1. Â ñèëó ëèíåéíîñòè êîäà C, ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí
òàêæå ïðèíàäëåæèò C. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç g(x).

Óòâåðæäåíèå 12. Öèêëè÷åñêèé êîä ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé íîð-
ìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâà íîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíà f(x) è g(x)
íàèìåíüøåé ñòåïåíè r. Òîãäà ìíîãî÷ëåí f(x)−g(x), ïðèíàäëåæàùèé êîäó, èìååò ñòå-
ïåíü ìåíüøå r, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. N

Îïðåäåëåíèå. Íîðìèðîâàííûé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè, ïðè-
íàäëåæàùèé öèêëè÷åñêîìó êîäó, íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì êîäà è îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç g(x).

Òåîðåìà 38. Öèêëè÷åñêèé êîä ñîñòîèò èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà

f(x) · g(x),

ãäå g(x) � ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí êîäà ñòåïåíè r, ñòåïåíü f(x) ìåíüøå (n− r).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òîìó ÷òî öèêëè÷åñêèé êîä îáðàçóåò èäåàë â êîëüöå

F [x]/(xn−1) (ñì. òåîðåìó 37), ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) èç F [x]/(xn−1)
íà g(x) ïðèíàäëåæèò êîäó. Òîãäà ïðîèçâåäåíèÿ g(x) íà âñå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè,
ìåíüøåé ÷åì n− r, ïðèíàäëåæàò C.

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé êîäîâûé ìíîãî÷ëåí ïðåäñòàâèì â âèäå òàêîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Ïóñòü c(x) � êîäîâûé. Ðàçäåëèì åãî â êîëüöå F [x]/(xn− 1) ñ îñòàòêîì íà ìíîãî÷ëåí
g(x). Èìååì

c(x) = q(x)g(x) + s(x),

ãäå ñòåïåíü s(x) ìåíüøå ñòåïåíè g(x), à ñòåïåíü q(x) ìåíüøå n− r. Ìíîãî÷ëåí

s(x) = c(x)− q(x)g(x)

ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì, òàê êàê ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ïðèíàäëåæàò êîäó C è îí ëè-
íååí. Íî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà s(x) ìåíüøå ñòåïåíè g(x) � íàèìåíüøåé ñòåïåíè íåíó-
ëåâîãî ìíîãî÷ëåíà â C. Îòñþäà s(x) = 0 è c(x) = q(x)g(x), ò. å. c(x) èìååò â êîëüöå
F [x]/(xn − 1) èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå. N

Òåîðåìà 39. Öèêëè÷åñêèé êîä äëèíû n ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x) ñó-
ùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g(x) äåëèò xn − 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü äàí öèêëè÷åñêèé êîä C äëèíû n ñ
ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x). Ðàññìîòðèì â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ F [x] äåëåíèå
ìíîãî÷ëåíà xn − 1 íà g(x) ñ îñòàòêîì:

xn − 1 = q(x)g(x) + r(x),

ãäå ñòåïåíü r(x) ìåíüøå ñòåïåíè g(x). Ïåðåõîäÿ â êîëüöî F [x]/(xn − 1), ïîëó÷àåì

0 = q(x)g(x) + r(x).

Îòñþäà −r(x) = q(x)g(x). Èç òåîðåìû 37 ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí q(x)g(x) ïðèíàäëå-
æèò êîäó è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí −r(x) êîäîâûé, ïðè÷åì deg r(x) < deg g(x),
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ 12. Òàêèì îáðàçîì, r(x) = 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí g(x) äåëèò xn − 1. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ñó-
ùåñòâóåò öèêëè÷åñêèé êîä äëèíû n ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x). Ïîñêîëüêó
ñòåïåíü g(x) ðàâíà r, òî èç òåîðåìû 38 ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü êîäà äîëæíà áûòü
ðàâíà ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëüøå n− r, ò. å. ðàâíà n− r.

Ðàññìîòðèì âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ìíîãî÷ëåíàì

g(x), xg(x), x2g(x), . . . , xn−r−1g(x),

ãäå r = deg g(x). Áóäó÷è öèêëè÷åñêèìè ñäâèãàìè âåêòîðà g(x), îíè äîëæíû ïðèíàä-
ëåæàòü öèêëè÷åñêîìó êîäó ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x). Òàê êàê ýòè öèêëè-
÷åñêèå ñäâèãè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ìàòðèöà

G =

x0 x1 ... xr xr+1 ... ... xn−1


g0 g1 . . . gr 0 . . . . . . 0
0 g0 g1 . . . gr 0 . . . 0

. . . .
0 . . . 0 g0 g1 . . . gr 0
0 . . . . . . 0 g0 g1 . . . gr



∼




g(x)
xg(x)
x2g(x)

. . .
xn−r−1g(x)




,

ãäå
g(x) = g0 + g1x + . . . + grx

r,

èìååò ðàíã n − r (ò. å. èìååì èñêîìîå êîëè÷åñòâî êîäîâûõ ñëîâ â áàçèñå ëèíåéíî-
ãî êîäà). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ìàòðèöó G íå ìîæåò áûòü âêëþ÷åí ìíîãî÷ëåí
xn−r+ig(x), i ≥ 0, ïîñêîëüêó ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà xn − 1 îí ðàâåí ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè óæå âûáðàííûõ â G ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïîêàæåì, ÷òî ëèíåéíûé êîä ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé G ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, ïî-
ðîæäåííûì ìíîãî÷ëåíîì g(x), â êîëüöå F [x]/(xn − 1) è, êðîìå òîãî, ìíîãî÷ëåí g(x)
èìååò íàèìåíüøóþ íåíóëåâóþ ñòåïåíü â ýòîì èäåàëå. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì âåêòîð,
îòâå÷àþùèé ïðîèçâîëüíîìó ìíîãî÷ëåíó

f(x) = u(x)g(x)

èç F [x]/(xn − 1) â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòðîê ìàòðèöû G, ïî òåîðåìå 38 ýòîò
ìíîãî÷ëåí êîäîâûé, çäåñü u(x) = u0 +u1x+ . . .+un−r−1x

n−r−1. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

f(x) = (u0 + u1x + . . . + un−r−1x
n−r−1)g(x) =
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= u0g(x) + u1xg(x) + . . . + un−r−1x
n−r−1g(x).

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì êîäå íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ñî ñòå-
ïåíüþ, ìåíüøåé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà g(x). Åñëè íàéäåòñÿ òàêîé êîäîâûé ìíîãî÷ëåí
r(x), òî îí ïðåäñòàâèì ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòðîê ìàòðèöû G, ò. å. èìååò âèä
r(x) = q(x)g(x) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà q(x). Îòñþäà, ïåðåõîäÿ â êîëüöî F [x],
ïîëó÷àåì

q(x)g(x)− r(x) = (xn − 1)p(x),

ãäå p(x) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà

r(x) = q(x)g(x) + (xn − 1)p(x),

çäåñü g(x)| (xn−1) è, ñëåäîâàòåëüíî, g(x)| r(x), ÷òî íåâîçìîæíî â F [x], ò.ê. deg(r(x)) <
deg(g(x)). Ñëåäîâàòåëüíî r(x) = 0. Òàêèì îáðàçîì, öèêëè÷åñêèé êîä ñ ïîðîæäàþùèì
ìíîãî÷ëåíîì g(x) ïîñòðîåí. N

Ñëåäñòâèå 9. Â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû öèêëè÷åñêîãî êîäà äëèíû
n ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x) = g0 + g1x + . . . + grx

r ìîæåò áûòü âçÿòà
ìàòðèöà

G =




g0 g1 . . . gr 0 . . . . . . 0
0 g0 g1 . . . gr 0 . . . 0

. . . .
0 . . . 0 g0 g1 . . . gr 0
0 . . . . . . 0 g0 g1 . . . gr




. (7.1)

Ìàòðèöà G èìååò n ñòîëáöîâ è n− r ñòðîê.

7.3 Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèõ êîäîâ
Îïðåäåëåíèå. Êîä äëèíû n ðàçìåðíîñòè k íàçûâàåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèì, åñëè ïî-
ñëå âû÷åðêèâàíèÿ íåêîòîðûõ (n − k) ñòîëáöîâ èç åãî êîäîâîé ìàòðèöû îñòàþòñÿ â
òî÷íîñòè âñå ðàçëè÷íûå âåêòîðû äëèíû k.

Óòâåðæäåíèå 13. Ëþáîé öèêëè÷åñêèé êîä ýêâèâàëåíòåí ñèñòåìàòè÷åñêîìó
êîäó.

Äëÿ öèêëè÷åñêîãî êîäà ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïîðîæäàþùåé
ìàòðèöû â êàíîíè÷åñêîì (èëè ïðèâåäåííî-ñòóïåí÷àòîì) âèäå. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ
ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà òîãî æå êîäà, à íå ýêâèâàëåíòíîãî. Ýòî ñóùåñòâåííî, ïî-
ñêîëüêó ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàò ìîæåò íàðóøèòü ñâîéñòâî öèêëè÷íîñòè.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî îáùèõ ïðèíöèïîâ êîäèðîâàíèÿ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ.
Ïåðâûé ñèñòåìàòè÷åñêèé êîäåð. Ïóñòü öèêëè÷åñêèé êîä C äëèíû n èìååò

ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí g(x) ñòåïåíè r. Òîãäà ðàçìåðíîñòü k êîäà C ðàâíà n−r. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû G îñóùåñòâèì äåëåíèå ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåíîâ

xn−1, xn−2, . . . , xn−k

íà g(x). Èìååì
xn−1 = g(x) · a1(x) + r1(x),
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xn−2 = g(x) · a2(x) + r2(x),

...

xn−k = g(x) · ak(x) + rk(x).

Ïîñêîëüêó êàæäûé ìíîãî÷ëåí xn−i − ri(x) äëÿ i = 1, 2, . . . , k äåëèòñÿ íà g(x), òî
îí ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì ïî òåîðåìå 38. Ñòåïåíü îñòàòêà ri(x) íå ïðåâûøàåò r−1. Ïóñòü
ìíîãî÷ëåí −ri(x) èìååò âèä

−ri(x) = λi,r−1x
r−1 + λi,r−2x

r−2 + . . . + λi,0.

Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà

G =

xn−1 xn−2 xr xr−1 xr−2 x0


1 0 . . . 0 λ1,r−1 λ1,r−2 . . . λ1,0

0 1 . . . 0 λ2,r−1 λ2,r−2 . . . λ2,0

. . . .
0 0 . . . 1 λn−r,r−1 λn−r,r−2 . . . λn−r,0


∼




←−−−−−−−−
xn−1 − r1(x)←−−−−−−−−
xn−2 − r2(x)

. . .←−−−−−−−−
xn−k − rk(x)


 ,

ñòðîêè êîòîðîé îòâå÷àþò ìíîãî÷ëåíàì
←−−−−−−−−
xn−i − ri(x) äëÿ i = 1, 2, . . . , k, èìååò

ïðèâåäåííî-ñòóïåí÷àòûé âèä. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî öèêëè÷åñêîãî êîäà íàé-
äåíî ñèñòåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå.

Âòîðîé ñèñòåìàòè÷åñêèé êîäåð. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäè-
ðîâàíèå äëÿ öèêëè÷åñêîãî êîäà äëèíû n ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x) ñòåïåíè
r áåç èñïîëüçîâàíèÿ åãî ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû. Ïóñòü çàäàíà èíôîðìàöèîííàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü

α = (α0, α1, . . . , αk−1),

k = n− r. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

f(x) = α0 + α1x + . . . + αk−1x
k−1.

Äîìíîæàÿ åãî íà xr, èìååì ìíîãî÷ëåí

xrf(x) = α0x
r + α1x

r+1 + . . . + αk−1x
n−1.

Ðàçäåëèâ ìíîãî÷ëåí xrf(x) íà g(x) ñ îñòàòêîì, ïîëó÷èì

xrf(x) = g(x)q(x) + r(x),

ãäå ñòåïåíü r(x) ìåíüøå r. Òàê êàê ìíîãî÷ëåí xrf(x)−r(x) äåëèòñÿ íà g(x), òî ïî òåî-
ðåìå 38 îí ïðèíàäëåæèò êîäó. Â ñèëó òîãî ÷òî r(x) íå ìåíÿåò ïîñëåäíèå k êîìïîíåíò
âåêòîðà, îòâå÷àþùåãî ìíîãî÷ëåíó xrf(x) − r(x), ýòè êîìïîíåíòû ñîâïàäàþò ñ êîì-
ïîíåíòàìè èíôîðìàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìíîãî÷ëåí
−r(x) èìååò âèä

−r(x) = λ0 + λ1x + . . . + λr−1x
r−1,

òî èíôîðìàöèîííîìó áëîêó

α = (α0, α1, . . . , αk−1)
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îòâå÷àåò êîäîâîå ñëîâî
c = (λ0, λ1, . . . , λr−1, α0, α1, . . . , αk−1).

Íåñèñòåìàòè÷åñêèé êîäåð. Ðàññìîòðèì ïðîñòîå íåñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâà-
íèå äëÿ öèêëè÷åñêîãî êîäà äëèíû n ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x) ñòåïåíè r.
Ïóñòü èíôîðìàöèîííîìó áëîêó

α = (α0, α1, . . . , αk−1),

k = n− r îòâå÷àåò ìíîãî÷ëåí
f(x) = α0 + α1x + . . . αk−1x

k−1.

Ñîïîñòàâèì åìó êîäîâûé ìíîãî÷ëåí c(x) ïî ïðàâèëó
c(x) = f(x) · g(x).

Óïðàæíåíèå 39. Íàéòè äâà ñèñòåìàòè÷åñêèõ êîäåðà äëÿ êîäà äëèíû 7 ñ ïî-
ðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x) = x3 + x + 1. Ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ñèñòåìàòè÷åñêîãî
êîäåðà çàêîäèðîâàòü âåêòîð (1101).

7.4 Ïðîâåðî÷íûé ìíîãî÷ëåí
Ïî òåîðåìå 39 ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí g(x) äåëèò ìíîãî÷ëåí xn − 1.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí h(x) òàêîé, ÷òî
g(x) · h(x) = xn − 1

íàçûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì ìíîãî÷ëåíîì öèêëè÷åñêîãî êîäà. Åãî ñòåïåíü k ðàâíà n−r.

Óòâåðæäåíèå 14. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîäîâîãî ìíîãî÷ëåíà c(x) öèêëè÷åñêîãî
êîäà ñ ïðîâåðî÷íûì ìíîãî÷ëåíîì h(x) ñïðàâåäëèâî c(x) · h(x) = 0 ïî ìîäóëþ ìíîãî-
÷ëåíà xn − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 38, ëþáîé êîäîâûé ìíîãî÷ëåí c(x) öèêëè-
÷åñêîãî êîäà èìååò âèä q(x) · g(x) è, ñëåäîâàòåëüíî, â ôàêòîð-êîëüöå F [x]/(xn − 1)
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

c(x) · h(x) = q(x) · g(x) · h(x) = q(x) · (xn − 1) = 0.

N

Òåîðåìà 40. Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà öèêëè÷åñêîãî êîäà äëèíû n ñ ïðîâåðî÷íûì
ìíîãî÷ëåíîì h(x) = h0 + h1x + . . . + hkx

k ìîæåò áûòü âûáðàíà â âèäå

H =




0 . . . . . . 0 hk . . . h1 h0

0 . . . 0 hk . . . h1 h0 0
. . . .

0 hk . . . h1 h0 0 . . . 0
hk . . . h1 h0 0 . . . . . . 0




. (7.2)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 14, äëÿ ëþáîãî êîäîâîãî ñëîâà c(x)
öèêëè÷åñêîãî êîäà âûïîëíÿåòñÿ

c(x) · h(x) = 0.

Òîãäà

c(x) · h(x) =
(n−1∑

i=0

cix
i
)
·
(n−r∑

j=0

hjx
j
)

= 0,

ãäå c(x) =
∑n−1

i=0 cix
i. Êîýôôèöèåíò ïðè xj, j = 0, 1, . . . , n − 1, â ýòîì ïðîèçâåäåíèè

ðàâåí
n−1∑
i=0

cihj−i = 0, (7.3)

ãäå èíäåêñû áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ n. Ýòè ðàâåíñòâà çàäàþò ïðîâåðî÷íûå óðàâíåíèÿ,
êîòîðûì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü êîä. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

H =

x0 ... ... xr−2 xr−1 ... xn−2 xn−1


0 . . . . . . 0 hk . . . h1 h0

0 . . . 0 hk . . . h1 h0 0
. . . .

0 hk . . . h1 h0 0 . . . 0
hk . . . h1 h0 0 . . . . . . 0



∼




←−−
h(x)←−−−
xh(x)←−−−−
x2h(x)

. . .←−−−−−−−
xn−k−1h(x)




.

Èç óðàâíåíèé (7.3) ñëåäóåò, ÷òî åñëè âåêòîð

c = (c0, c1, c2, . . . , cn−1)

êîäîâûé, òî
H · cT = 0. (7.4)

Òàê êàê deg h(x) = k = n − deg g(x) åñòü ðàçìåðíîñòü êîäà è ñòðîêè H ëèíåéíî
íåçàâèñèìû, òî óñëîâèå (7.4) ÿâëÿåòñÿ òàêæå äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû âåêòîð c
ïðèíàäëåæàë êîäó. Òàêèì îáðàçîì, H � ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà öèêëè÷åñêîãî êîäà ñ
ïðîâåðî÷íûì ìíîãî÷ëåíîì h(x). N

Ïðèìåð 6. Äëÿ äâîè÷íîãî öèêëè÷åñêîãî [n, n−1, 2]-êîäà ñ ïðîâåðêîé íà ÷åòíîñòü
ñïðàâåäëèâî

g(x) = x + 1,

h(x) =
xn − 1

x + 1
= xn−1 + xn−2 + . . . + x + 1.

Òîãäà ìàòðèöû

G =




1 1 0 0 . . . 0 0 0
0 1 1 0 . . . 0 0 0

. . . .
0 0 0 0 . . . 0 1 1


 , H =

(
1 1 . . . 1

)
,

ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîðîæäàþùåé è ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöàìè êîäà.
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7.5 Äåêîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêîãî êîäà
Ïóñòü ïðè ïåðåäà÷å êîäîâîãî âåêòîðà

a = (a0, a1, . . . , an−1)

ïðîèçîøëè îøèáêè è íà ïðèåìíîì êîíöå ïîëó÷åí âåêòîð

c = (c0, c1, . . . , cn−1) = a + ε,

ãäå
ε = (ε0, ε1, . . . , εn−1)

� âåêòîð îøèáîê. Íà ÿçûêå ìíîãî÷ëåíîâ èìååì

c(x) = a(x) + ε(x).

Òàê êàê a(x), ñîãëàñíî òåîðåìå 38, äåëèòñÿ íà g(x), ìíîãî÷ëåíû c(x) è ε(x) èìåþò
ïðè äåëåíèè íà g(x) îäèíàêîâûå îñòàòêè. Äðóãèìè ñëîâàìè, âåêòîð îøèáîê íàõî-
äèòñÿ ñðåäè òåõ íàáîðîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ìíîãî÷ëåíû, äàþùèå ïðè äåëåíèè
íà g(x) òîò æå îñòàòîê, ÷òî è ìíîãî÷ëåí c(x), ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèíÿòîìó âåêòîðó.
Îáðàòíî, ëþáîé âåêòîð, îáëàäàþùèé óêàçàííûì ñâîéñòâîì, ìîæåò îêàçàòüñÿ âåêòî-
ðîì îøèáîê. Èç ñòðàòåãèè äåêîäèðîâàíèÿ ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ
â êà÷åñòâå âåêòîðà îøèáêè ε ïðèíèìàþò âåêòîð íàèìåíüøåãî âåñà (êàê íàèáîëåå
âåðîÿòíûé âåêòîð îøèáîê). Îòûñêàíèå âåêòîðà ε ìîæíî îñóùåñòâèòü, íàïðèìåð, ïå-
ðåáîðîì âñåâîçìîæíûõ âåêòîðîâ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ âåñîâ âïëîòü äî âåêòîðà,
êîòîðîìó îòâå÷àåò ìíîãî÷ëåí ñ íóæíûì îñòàòêîì. Â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé
çàäà÷è íà ïðàêòèêå, êàê ïðàâèëî, ïðîâîäÿò ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòûå ïðîöåäóðû
äåêîäèðîâàíèÿ.

Ñóùåñòâóþò òàêæå àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ, èñïîëüçóþùèå öèêëè÷åñêèé ñäâèã
è ïîçâîëÿþùèå çà ñ÷åò ýòîãî ñîêðàòèòü îáúåì òàáëèöû ñèíäðîìîâ.

Óïðàæíåíèå 40. Ïóñòü äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè èñïîëüçîâàëñÿ öèêëè÷åñêèé
êîä äëèíû 7 ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x) = x3 +x+1. Äåêîäèðîâàòü ñëîâî
y = (1011110).

7.6 Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí è åãî ñâîéñòâà
Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû è èõ ñâîéñòâà, ýòè ìíîãî÷ëåíû
ïîòðåáóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ, îöåíêè èõ êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ (ñì.
äàëåå ãë. 8).

Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ýëåìåíòà β ∈ GF (pm) íàçûâàåòñÿ
íåíóëåâîé íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí M(x) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç GF (p) íàèìåíüøåé
ñòåïåíè òàêîé, ÷òî M(β) = 0.

Ìèíèìàëüíûé íîãî÷ëåí ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì ìíî-
ãî÷ëåíîì. Çàìåòèì, ÷òî íå âñÿêèé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì.

Ïóñòü M(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí íàä GF (p) ýëåìåíòà β èç GF (pm). Òîãäà
èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå åãî ñâîéñòâà:
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1. Ìíîãî÷ëåí M(x) íåïðèâîäèì.

2. Åñëè f(x) � òàêîé ìíîãî÷ëåí, ÷òî f(β) = 0, òî M(x) äåëèò f(x).

3. Ìíîãî÷ëåí M(x) äåëèò xpm − x.

4. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà M(x) íå ïðåâîñõîäèò m.

5. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà M(x) äåëèò m.

6. Ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà M(x) ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà ðàâíà m.

7. Åñëè ìíîãî÷ëåí M(x) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì äëÿ ýëåìåíòà β, òî îí ìè-
íèìàëåí è äëÿ ýëåìåíòà βp.

Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ pm − 1 ñëåäóþùèì îáðàçîì ðàñïàäàåòñÿ íà
ïîäìíîæåñòâà, íàçûâàåìûå öèêëîòîìè÷åñêèìè êëàññàìè ïî ìîäóëþ pm − 1: êëàññ,
ñîäåðæàùèé ÷èñëî s, èìååò âèä

Cs = {s, sp, sp2, sp3, . . . , spms−1},
ãäå ms � íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

s · pms ≡ s(mod(pm − 1)).

Ïóñòü M (i)(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà αi èç GF (pm), ãäå α � ïðèìèòèâ-
íûé ýëåìåíò ïîëÿ. Èç ñâîéñòâà 7 ñëåäóåò, ÷òî âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ GF (pm)
âèäà αk, ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé êîòîðûõ ëåæàò â îäíîì öèêëîòîìè÷åñêîì êëàññå, èìå-
þò îäèí è òîò æå ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí. Èíà÷å ãîâîðÿ, íàä GF (p) âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

M (s)(x) = M (sp)(x) = M (sp2)(x) = M (sp3)(x) = . . . = M (spms−1)(x).

8. Åñëè ÷èñëî i ïðèíàäëåæèò öèêëîòîìè÷åñêîìó êëàññó Cs, òî â ïîëå GF (pm)
ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

M (i)(x) =
∏
j∈Cs

(x− αj).

Èç òåîðåìû Ôåðìà (ñì. òåîðåìó 34) è ñâîéñòâà 8 ñëåäóåò

Òåîðåìà 41. Íàä GF (p) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

xpm−1 − 1 =
∏

s

M (s)(x),

ãäå s ïðîáåãàåò âñå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèòåëåé öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ ïî ìî-
äóëþ pm − 1.

Òåîðåìà 42. Ìíîãî÷ëåí xpm−x ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ âñåõ íîðìèðîâàííûõ íåïðè-
âîäèìûõ íàä GF (p) ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíè êîòîðûõ äåëÿò m.
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Ýòè òåîðåìû ïîçâîëÿþò íàõîäèòü íåïðèâîäèìûå è ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû.
Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 4 ïîëÿ GF (24) èç ðàçä. 6.3 Ñíà÷àëà âûïèøåì âñå öèêëîòîìè÷å-
ñêèå êëàññû ïî ìîäóëþ 15:

C0 = {0},
C1 = {1, 2, 4, 8},
C3 = {3, 6, 12, 9},
C5 = {5, 10},
C7 = {7, 14, 13, 11}.

Çàòåì ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà x16 − x íà íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû:

x16 + x = x(x + 1)(x2 + x + 1)(x4 + x + 1)(x4 + x3 + 1)(x4 + x3 + x2 + x + 1).

Çàäàâàÿ ïîëå GF (24) ñ ïîìîùüþ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà x4+x+1 è ïðèìèòèâíîãî
ýëåìåíòà α = x, ïîëó÷àåì

Ýëåìåíò Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà
0 x
1 M (0)(x) = x + 1
α, α2, α4, α8 M (1)(x) = M (2)(x) = M (4)(x) = M (8)(x) = x4 + x + 1
α3, α6, α12, α9 M (3)(x) = M (6)(x) = M (12)(x) = M (9)(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1
α5, α10 M (5)(x) = M (10)(x) = x2 + x + 1
α7, α14, α13, α11 M (7)(x) = M (14)(x) = M (13)(x) = M (11)(x) = x4 + x3 + 1

Ïî ñâîéñòâàì 1 è 6 ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ (ñì. ïðåäûäóùóþ ñòðàíèöó) è
ñâîéñòâó 6 ïîëåé Ãàëóà (ñì. ðàçä. 6.2) ìíîãî÷ëåí, çàäàþùèé ïîëå, âñåãäà ìîæåò áûòü
âûáðàí ïðèìèòèâíûì. Äëÿ ýòîãî íóæíî âûáðàòü ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ïðèìè-
òèâíîãî ýëåìåíòà. Îäíàêî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ êàêîé èç íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì, âåñüìà òðóäíà.

Óïðàæíåíèå 41. Äîêàçàòü ñâîéñòâà 1�7 ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

7.7 ×èñëî öèêëè÷åñêèõ êîäîâ
Ñâÿæåì èçëîæåííóþ ðàíåå òåîðèþ ïîëåé Ãàëóà ñ öèêëè÷åñêèìè êîäàìè. Â
ðàçä. 7.2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî öèêëè÷åñêèé êîä äëèíû n íàä ïîëåì GF (p) ñóùåñòâó-
åò äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà g(x), äåëÿùåãî ìíîãî÷ëåí xn − 1, ãäå n = pm − 1 äëÿ
íåêîòîðîãî m > 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 41, èìååì

xn − 1 = M (1)(x)M (2)(x) . . . M (`)(x),

ãäå ` � ÷èñëî öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ ïî ìîäóëþ n, íà êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ ÷èñëà
îò 0 äî n− 1. Ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà ìíîãî÷ëåíîâ

{M (1)(x),M (2)(x), . . . , M (`)(x)}
äàåò ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí g(x) äëÿ íåêîòîðîãî öèêëè÷åñêîãî êîäà. Òîãäà, çà
èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíûõ ñëó÷àåâ g(x) = 1 è g(x) = xn − 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî
íåòðèâèàëüíûõ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ äëèíû n íå ïðåâûøàåò ÷èñëà 2` − 2.
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Êàêèå èç ýòèõ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ èìåþò íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå? Îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ íå ïðîñò.

Åùå ðàç âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 4 èç ðàçä. 6.3 Â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà x15−1 èìååì
ïÿòü ñîìíîæèòåëåé (ñì. ðàçä. 7.6). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì 25 − 2 = 30 íåòðèâè-
àëüíûõ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ äëèíû 15. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, êîä ñ ïîðîæäàþùèì
ìíîãî÷ëåíîì

g(x) = (x4 + x3 + 1)(x4 + x3 + x2 + x + 1) = x8 + x4 + x2 + x + 1.

Òàê êàê ñòåïåíü g(x) ðàâíà 8, òî ðàçìåðíîñòü êîäà k = n− 8 = 7. Îäíàêî îïðåäåëèòü
êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà èç ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé íå óäàåòñÿ.

Óïðàæíåíèå 42. Ïîñòðîèòü öèêëè÷åñêèé êîä äëèíû 7 ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî-
÷ëåíîì g(x) = x3 + x + 1, íàéòè åãî ïðîâåðî÷íûé ìíîãî÷ëåí, îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû
êîäà.

Óïðàæíåíèå 43. ×òî ñîáîé ïðåäñòàâëÿåò öèêëè÷åñêèé êîä äëèíû 15 ñ ïîðîæäà-
þùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x)? Íàéòè åãî ïðîâåðî÷íûé ìíîãî÷ëåí, îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû
êîäà:

a) g(x) = x4 + x + 1;
á) g(x) = x(x + 1)(x2 + x + 1)(x4 + x3 + 1)(x4 + x3 + x2 + x + 1);
â) g(x) = (x + 1)(x2 + x + 1)(x4 + x3 + 1);

â ñëó÷àÿõ á è â ïîñòðîèòü êîäû.



Ãëàâà 8

Êîäû Á×Õ

8.1 Íóëè êîäà
Ïóñòü α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (pm). Ñîãëàñíî òåîðåìå 41, íàä ïîëåì Ãàëóà
GF (p) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

xpm−1 − 1 =
∏

s

M (s)(x),

ãäå s ïðîáåãàåò âñå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèòåëåé öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ ïî ìîäóëþ
pm − 1. Ïóñòü g(x) � ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè r íåêîòîðîãî öèêëè÷åñêî-
ãî êîäà äëèíû n = pm − 1. Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû 39 è ïðèâåäåííîãî ðàçëîæåíèÿ
ìíîãî÷ëåíà xpm−1 − 1 íà ìíîæèòåëè, èìååì

g(x) = M (i1)(x) · . . . ·M (it)(x)

äëÿ íåêîòîðûõ ïðåäñòàâèòåëåé öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ i1, . . . , it.
Îïðåäåëåíèå. Êîðíè ïîðîæäàþùåãî ìíîãî÷ëåíà g(x) íàçûâàþòñÿ íóëÿìè êîäà.

Òåîðåìà 43. Î íóëÿõ êîäà. Ïóñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû β1, . . . , βr èç
GF (pm) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ïîðîæäàþùåãî ìíîãî÷ëåíà g(x) ñòåïåíè r öèêëè÷åñêîãî
êîäà. Ìíîãî÷ëåí f(x) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç GF (p) ïðèíàäëåæèò ýòîìó êîäó òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f(β1) = . . . = f(βr) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f(x) � êîäîâûé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà ïî òåîðåìå 38 èìååì

f(x) = g(x)q(x), ãäå deg q(x) < n−r. Ïîäñòàâëÿÿ βi âìåñòî x äëÿ i = 1, . . . , r, ïîëó÷àåì

f(βi) = g(βi)q(βi),

ãäå g(βi) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî βi � êîðåíü f(x).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü βi � êîðåíü f(x) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , r è ñïðàâåäëèâî

f(x) = g(x)q(x) + r(x),
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ãäå deg r(x) < r. Ïîäñòàâëÿÿ βi, ïîëó÷àåì

f(βi) = g(βi)q(βi) + r(βi),

ãäå f(βi) = 0 è g(βi) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò r(βi) = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , r. Ïîñêîëüêó
deg r(x) < r è âñå βi ðàçëè÷íû, çàêëþ÷àåì, ÷òî r(x) = 0. Èç òåîðåìû 38 ñëåäóåò, ÷òî
f(x) � êîäîâûé. N

8.2 Öèêëè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîäà Õýììèíãà
Òåîðåìà 44. Ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà äâîè÷íûé êîä Õýììèíãà ÿâëÿåòñÿ

öèêëè÷åñêèì êîäîì ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x) = M (1)(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà äâîè÷íîãî êîäà Õýììèíãà Hn äëèíû
n = 2m− 1, ïî îïðåäåëåíèþ, ñîñòîèò èç âñåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ äëèíû m.
Ïóñòü α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ Ãàëóà GF (2m). Òîãäà α ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþ-
ùèì ýëåìåíòîì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ GF (2m) è âñå ýëåìåíòû

1, α, α2, . . . , α2m−2

ðàçëè÷íû è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê íåíóëåâûå äâîè÷íûå m-âåêòîðû. Òàêèì
îáðàçîì, ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó H äâîè÷íîãî êîäà Õýììèíãà ñ ïàðàìåòðàìè

[n = 2m − 1, k = n−m, d = 3]

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

H =
(
1 α1 α2 . . . α2m−2

)
,

ãäå êàæäûé ýëåìåíò αi äîëæåí áûòü çàìåíåí íà ñîîòâåòñòâóþùèé åìó äâîè÷íûé
âåêòîð-ñòîëáåö äëèíû m.

Ïî îïðåäåëåíèþ, âåêòîð c = (c0, c1, . . . , cn−1) ïðèíàäëåæèò êîäó Hn òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî

H · cT = 0

ò. å.
n−1∑
i=0

ci · αi = 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýëåìåíò α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà c(x):

c(α) = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ñîãëàñíî ñâîéñòâó 2 ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ (ñì. ðàçä. 7.6),
èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí M (1)(x) ýëå-
ìåíòà α äåëèò ìíîãî÷ëåí c(x). Òàêèì îáðàçîì, êîä Hn ñîñòîèò èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ,
êðàòíûõ ìíîãî÷ëåíó M (1)(x). N
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Ïðèìåð 7. Öèêëè÷åñêèé êîä ÕýììèíãàH7 äëèíû 7 èìååò ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó

H =
(
1 α α2 α3 α4 α5 α6

) ∼



0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1 0
1 0 0 1 0 1 1


 ,

ãäå α � êîðåíü ïðèìèòèâíîãî ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà M (1)(x) = 1 + x + x3.

8.3 Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà
Äëÿ äîêàçàòåëücòâà òåîðåìû 45 î ãðàíèöå Áîóçà (ñì. ñëåäóþùèé ðàçäåë) íàì ïîòðå-
áóåòñÿ ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà.

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

A =




1 a1 a2
1 . . . an−1

1

1 a2 a2
2 . . . an−1

2

. . .
1 an a2

n . . . an−1
n


 ,

ãäå a1, a2, . . . , an � ýëåìåíòû íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ.

Ëåììà 9 Âàíäåðìîíäà. Åñëè âñå ai, i = 1, . . . , n ðàçëè÷íû, òî det A 6= 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî n äîêàæåì ôîðìóëó

det A =
n−1∏
j=1

n∏
i=j+1

(ai − aj). (8.1)

Äëÿ n = 2 èìååì det A = det

(
1 a1

1 a2

)
= a2 − a1. Ôîðìóëà (8.1) ñïðàâåäëèâà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (8.1) âûïîëíåíà äëÿ n− 1. Äîêàæåì åå äëÿ n. Çàïèøåì

det A = det




1 a1 a2
1 . . . an−2

1 an−1
1

1 a2 a2
2 . . . an−2

2 an−1
2

. . .
1 an a2

n . . . an−2
n an−1

n


 .

Äîìíîæèì êàæäûé i-é ñòîëáåö ìàòðèöû (êðîìå ïîñëåäíåãî) íà −a1 è ïðèáàâèì åãî
ê (i + 1)-ìó ñòîëáöó. Îò ýòîãî, êàê èçâåñòíî, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå èçìåíèòñÿ.
Ïîëó÷èì

det A = det




1 0 0 . . . 0 0
1 (a2 − a1) (a2 − a1)a2 . . . (a2 − a1)a

n−3
2 (a2 − a1)a

n−2
2

. . . . . . . . .
1 (an − a1) (an − a1)an . . . (an − a1)a

n−3
n (an − a1)a

n−2
n


 .

Ðàñêëàäûâàÿ îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîé ñòðîêå, èìååì

det A = det




(a2 − a1) (a2 − a1)a2 . . . (a2 − a1)a
n−3
2 (a2 − a1)a

n−2
2

. . . . . . . . .
(an − a1) (an − a1)an . . . (an − a1)a

n−3
n (an − a1)a

n−2
n


 .



90 Ãëàâà 8. Êîäû Á×Õ

Âûíåñåì èç êàæäîé j-é ñòðîêè ìíîæèòåëü (aj − a1), òîãäà

det A = (a2 − a1) . . . (an − a1) · det




1 a2 . . . an−3
2 an−2

2

. . . . . . . . .
1 an . . . an−3

n an−2
n


 .

Îòñþäà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, çàêëþ÷àåì

det A = (a2 − a1) . . . (an − a1) ·
n−1∏
j=2

n∏
i=j+1

(ai − aj) =
n−1∏
j=1

n∏
i=j+1

(ai − aj).

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (8.1) äîêàçàíà. Î÷åâèäíî, ÷òî det A îòëè÷åí îò íóëÿ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ai ðàçëè÷íû. N

8.4 Ãðàíèöà Á×Õ
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé Áîóçà�×îóäõóðè�Õîêâèíãåìà (êðàòêî ãðà-
íèöåé Á×Õ) èëè òåîðåìîé î êîíñòðóêòèâíîì ðàññòîÿíèè öèêëè÷åñêîãî êîäà. Ýòà
òåîðåìà ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü êîäîâîå ðàññòîÿíèå ñíèçó.

Òåîðåìà 45. Ãðàíèöà Á×Õ. Ïóñòü g(x) � ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí öèêëè-
÷åñêîãî êîäà C äëèíû n òàêîé, ÷òî ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà b ≥ 0 è δ > 1 òàêèå,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ

g(αb) = g(αb+1) = . . . = g(αb+δ−2) = 0,

ò. å. δ − 1 ïîäðÿä èäóùèõ ñòåïåíåé ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà α ïîëÿ GF (pm) ÿâëÿ-
þòñÿ êîðíÿìè g(x). Òîãäà êîäîâîå ðàññòîÿíèå d íå ìåíüøå δ.

Çàìå÷àíèå. ×èñëî δ íàçûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì ðàññòîÿíèåì êîäà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîäîâûé âåêòîð c = (c0, c1, . . . , cn−1)

è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ìíîãî÷ëåí

c(x) = c0 + c1x + . . . + cn−1x
n−1.

Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû αb, αb+1, . . . , αb+δ−2 ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè êîäà C, òî ïî òåîðåìå 43
î íóëÿõ êîäà èìååì

c(αb) = c(αb+1) = . . . = c(αb+δ−2) = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé




c0 + c1α
b + c2α

2b + . . . + cn−1α
(n−1)b = 0

c0 + c1α
b+1 + c2α

2(b+1) + . . . + cn−1α
(n−1)(b+1) = 0

. . .
c0 + c1α

b+δ−2 + c2α
2(b+δ−2) + . . . + cn−1α

(n−1)(b+δ−2) = 0

Èíà÷å ãîâîðÿ, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

H · cT = 0, (8.2)
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ãäå ìàòðèöà

H =




1 αb α2b . . . α(n−1)b

1 αb+1 α2(b+1) . . . α(n−1)(b+1)

. . .
1 αb+δ−2 α2(b+δ−2) . . . α(n−1)(b+δ−2)




íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé êîäà C, ïîñêîëüêó ïîðîæ-
äàþùèé ìíîãî÷ëåí g(x), âîçìîæíî, èìååò è äðóãèå êîðíè, îòëè÷íûå îò αb, αb+1, . . . ,
αb+δ−2. Êðîìå òîãî, ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû ìîãóò îêàçàòüñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, êîä C ′, çàäàííûé ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H, áóäåò ñîäåðæàòü â êà÷å-
ñòâå ïîäêîäà êîä C, íî, âîçìîæíî, íå áóäåò ñîâïàäàòü ñ íèì. Äîñòàòî÷íî îöåíèòü
êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà C ′, òàê êàê îíî, î÷åâèäíî, íå áóäåò áîëüøå êîäîâîãî ðàñ-
ñòîÿíèÿ êîäà C. Ïîýòîìó åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáûå íå áîëåå ÷åì δ − 1 ñòîëáöîâ
ìàòðèöû H ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà C ′ (à ñëåäîâàòåëüíî, è
C) áóäåò ïî ìåíüøåé ìåðå δ ñîãëàñíî òåîðåìå 3 èç ðàçä. 1.2

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîäîâûé âåêòîð c èìååò âåñ w ìåíüøèé δ, ò. å. íàéäóòñÿ w
ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöîâ H è w < δ. Ïóñòü íåíóëåâûå êîîðäèíàòû âåêòîðà c
èìåþò íîìåðà a1, a2, . . . , aw. Ïîñòðîèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó H ′ èç ìàòðèöû H ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: âûáåðåì w ïåðâûõ ñòðîê èç ìàòðèöû H è âû÷åðêíåì âñå ñòîëáöû
ñ íîìåðàìè, îòëè÷íûìè îò a1, a2, . . . , aw. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà H ′ èìååò âèä

H ′ =




αa1b αa2b . . . αawb

αa1(b+1) αa2(b+1) . . . αaw(b+1)

. . . .
αa1(b+w−1) αa2(b+w−1) . . . αaw(b+w−1)


 .

Èç ðàâåíñòâà (8.2) ñëåäóåò, ÷òî

H ′ ·




ca1

ca2...
caw


 = 0.

Òàê êàê c 6= 0, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè ìàòðèöà H ′ âûðîæäåíà,
ò. å. det H ′ = 0. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì

det H ′ = αa1b+a2b+...+awb · det




1 1 . . . 1
αa1 αa2 . . . αaw

. . . .
αa1(w−1) αa2(w−1) . . . αaw(w−1)


 6= 0,

òàê êàê îïðåäåëèòåëü â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå åñòü îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà ñî âñå-
ìè ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè è, ñîãëàñíî ëåììå 9, îí íå ðàâåí íóëþ.

Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî â ëèíåéíîì êîäå C íå ñóùåñòâóåò êî-
äîâîãî ñëîâà âåñà ìåíüøå δ. Ñëåäîâàòåëüíî, êîäîâîå ðàññòîÿíèå C íå ìåíüøå δ. N
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8.5 Êîäû Á×Õ
Îïðåäåëåíèå. Êîäîì Á×Õ íàä ïîëåì GF (p) äëèíû n = pm − 1 ñ êîíñòðóêòèâíûì
ðàññòîÿíèåì δ > 1 íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèé êîä ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì íàè-
ìåíüøåé ñòåïåíè, íóëÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû

αb, αb+1, . . . , αb+δ−2,

ãäå α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (pm) è b � íåêîòîðîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå
÷èñëî.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ êîäîâ Á×Õ â ëèòåðàòóðå èìååò ìåñòî áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå.
Íàìè ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ïðèìèòèâíûå êîäû Á×Õ, ò. å. êîäû, äëèíà
êîòîðûõ ðàâíà n = pm − 1. Äàëåå òåðìèí ïðèìèòèâíûå áóäåò îïóùåí. Êîäû Á×Õ
ïðè b = 1 èíîãäà íàçûâàþò êîäàìè Á×Õ â óçêîì ñìûñëå.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå (ýêâèâàëåíòíîå) îïðåäåëåíèå êîäîâ Á×Õ.
Îïðåäåëåíèå. Êîäîì Á×Õ íàä ïîëåì GF (p) äëèíû n = pm−1 ñ êîíñòðóêòèâíûì

ðàññòîÿíèåì δ > 1 íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèé êîä ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì

g(x) = ÍÎÊ{M (b)(x),M (b+1)(x), . . . , M (b+δ−2)(x)},
ãäå b � íåêîòîðîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 46 Êîä Á×Õ íàä GF (p) äëèíû n = pm−1 ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì

g(x) = ÍÎÊ{M (b)(x),M (b+1)(x), . . . , M (b+δ−2)(x)}
äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî b ≥ 0 èìååò ïàðàìåòðû

[n = pm − 1, k ≥ n− (δ − 1)m, d ≥ δ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 45 î ãðàíèöå Á×Õ, êîäîâîå ðàññòîÿíèå êî-
äà íå ìåíüøå δ. Èç âèäà ïîðîæäàþùåãî ìíîãî÷ëåíà êîäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîâåðî÷íàÿ
ìàòðèöà êîäà Á×Õ ðàâíà

H =




1 αb α2b . . . α(n−1)b

1 αb+1 α2(b+1) . . . α(n−1)(b+1)

. . .
1 αb+δ−2 α2(b+δ−2) . . . α(n−1)(b+δ−2)


 ,

ãäå êàæäûé ýëåìåíò αi ∈ GF (pm)äîëæåí áûòü çàìåíåí íà ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð-
ñòîëáåö èç m ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (p). Ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû çàäàþò ïðîâåðî÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ êîäà. Îáùåå ÷èñëî ñòðîê ðàâíî (δ−1)m, íî îíè ìîãóò îêàçàòüñÿ ëèíåéíî
çàâèñèìûìè, ïîýòîìó äëÿ ÷èñëà ïðîâåðîê âûïîëíÿåòñÿ

r ≤ (δ − 1)m

è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàçìåðíîñòè êîäà èìååì

k ≥ n− (δ − 1)m,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. N
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8.6 Äâîè÷íûå êîäû Á×Õ
Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé äâîè÷íûõ êîäîâ Á×Õ â óçêîì ñìûñëå, ò. å. b = 1.

Òåîðåìà 47. Äâîè÷íûé êîä Á×Õ äëèíû n = 2m−1 ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì

g(x) = ÍÎÊ{M (1)(x),M (2)(x), . . . , M (2t−1)(x)}

èìååò ïàðàìåòðû
[n = 2m − 1, k ≥ n− tm, d ≥ 2t + 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè p = 2 â ñèëó ñâîéñòâà 7 ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
(ñì. ðàçä. 7.6) èìååì

M (2i)(x) = M (i)(x).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñòåïåíü g(x) ìîæåò áûòü ïîíèæåíà. À èìåííî, îïðåäåëÿÿ g(x),
ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû äëÿ ñòåïåíåé ïðèìèòèâíîãî ýëå-
ìåíòà ñ ÷åòíûìè ïîêàçàòåëÿìè.

Êîíñòðóêòèâíîå ðàññòîÿíèå δ äàííîãî â òåîðåìå êîäà Á×Õ ðàâíî 2t. Â ñèëó îòìå-
÷åííîãî ñâîéñòâà ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, êîäû ñ êîíñòðóêòèâíûìè ðàññòîÿíèÿìè
2t è 2t + 1 ñîâïàäàþò, äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

g(x) = ÍÎÊ{M (1)(x),M (3)(x), . . . , M (2t−1)(x)}.

Òàêèì îáðàçîì, deg g(x) ≤ tm. Äëÿ ðàçìåðíîñòè êîäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

k ≥ n− tm.

Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîäà ðàâíà

H =




1 α α2 . . . αn−1

1 α3 α6 . . . α(n−1)3

. . .
1 α2t−1 α2(2t−1) . . . α(n−1)(2t−1)


 ,

ãäå êàæäûé ýëåìåíò äîëæåí áûòü çàìåíåí ñîîòâåòñòâóþùèì äâîè÷íûì âåêòîðîì-
ñòîëáöîì äëèíû m. Âòîðîé ñòîëáåö ñîäåðæèò ñòåïåíè ýëåìåíòà α:

α, α3, . . . , α2t−1,

ïîêàçàòåëè êîòîðûõ ëåæàò â ðàçëè÷íûõ öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññàõ ïî ìîäóëþ 2m−1.
N

Â ðàçä. 8.2 ïîêàçàíî, ÷òî äâîè÷íûé êîä Õýììèíãà èìååò öèêëè÷åñêîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå. Ýòîò ôàêò òàêæå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç äîêàçàííîé òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 10. Êîä Á×Õ, èñïðàâëÿþùèé îäíó îøèáêó, èìååò ïàðàìåòðû

[n = 2m − 1, k = n−m, d = 3],

ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí g(x) = M (1)(x) è ÿâëÿåòñÿ êîäîì Õýììèíãà.
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Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü n = 2m−1, ãäå m ≥ 3 íå÷åòíî. Äâîè÷íûé êîä Á×Õ äëèíû
n, èñïðàâëÿþùèé äâå îøèáêè, èìååò ïàðàìåòðû

[n = 2m − 1, k = n− 2m, d ≥ 5]

è ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí g(x) = M (1)(x) ·M (3)(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîäîâîå ðàññòîÿíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 47.
Äîêàæåì, ÷òî

g(x) = M (1)(x) ·M (3)(x)

è k = n− 2m. Ïî òåîðåìå 47 èìååì

g(x) = ÍÎÊ{M (1)(x),M (2)(x),M (3)(x),M (4)(x)} = ÍÎÊ{M (1)(x), M (3)(x)}.
Äàëåå íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ èç ðàçä. 7.6
Ïîñêîëüêó α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (2m), òî ïî ñâîéñòâó 6 ìèíèìàëüíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíü M (1)(x) ðàâíà m. Òàê êàê m íå÷åòíî, èìååì (3, 2m − 1) = 1.
Ïî ëåììå 8 èç ðàçä. 6.2 ïîëó÷àåì, ÷òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà α3 ðàâåí 2m − 1. Òàêèì
îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí M (3)(x) ïðèìèòèâåí è ïî ñâîéñòâó 6 åãî ñòåïåíü òàêæå ðàâíà
m. Ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû M (1)(x) è M (3)(x) íåïðèâîäèìû ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1
ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ïîýòîìó

g(x) = M (1)(x) ·M (3)(x),

è ðàçìåðíîñòü êîäà k â òî÷íîñòè ðàâíà n− 2m. N

Êîäû Á×Õ (áîëåå òî÷íî: ïðèìèòèâíûå êîäû Á×Õ) àñèìïòîòè÷åñêè ïëîõèå, à
èìåííî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 48 Äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè [n, k, d]-êîäîâ Á×Õ íàä
GF (q) ñêîðîñòü êîäà k/n è îòíîøåíèå d/n ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì n.

8.7 Êîäû Ðèäà�Ñîëîìîíà
8.7.1 Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà
Êîäû Ðèäà�Ñîëîìîíà � ýòî êîäû Á×Õ íàä GF (q), q = pm, äëèíà n êîòîðûõ ðàâíà
q − 1, q 6= 2, à ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

g(x) = (x− αb) · (x− αb+1) · . . . · (x− αb+δ−2) (8.3)

äëÿ íåêîòîðûõ b ≥ 0, δ > 1. Èíîãäà óäîáíî ðàññìàòðèâàòü b ðàâíûì åäèíèöå. Òàêèå
êîäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷èòåëüíûé ïðàêòè÷åñêèé è òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ è
îáëàäàþò öåëûì ðÿäîì õîðîøèõ ñâîéñòâ. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå, íàïðèìåð, ïîêàæåì,
÷òî äëÿ êîäà Ðèäà�Ñîëîìîíà ìîæíî òî÷íî âû÷èñëèòü êàê êîäîâîå ðàññòîÿíèå, òàê
è ìîùíîñòü.

Òåîðåìà 49. Êîä Ðèäà�Ñîëîìîíà äëèíû n = q − 1 èìååò ìîùíîñòü qn−δ+1 è
êîäîâîå ðàññòîÿíèå d = n− k + 1 = δ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí êîäà Ðèäà�Ñîëîìîíà äëè-
íû q − 1 èìååò âèä (8.3) äëÿ íåêîòîðûõ b ≥ 0, δ > 1, êîä Ðèäà�Ñîëîìîíà � ýòî
Á×Õ-êîä ñ êîíñòðóêòèâíûì ðàññòîÿíèåì δ äëèíû n = q−1, q 6= 2. Ðàçìåðíîñòü ýòîãî
öèêëè÷åñêîãî êîäà ðàâíà k = n− deg g(x) = n− δ + 1. Ñîãëàñíî ãðàíèöå Ñèíãëòîíà
(ñì. òåîðåìó 4 ðàçä. 1.2), åñëè B � (n, k, d)-êîä, òî n − k ≥ d − 1. Èíûìè ñëîâàìè,
d ≤ n−k +1. Îòñþäà äëÿ êîäà Ðèäà�Ñîëîìîíà èìååì d = n−k +1, à ñëåäîâàòåëüíî,
ýòîò êîä ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì. N

Äîñòîèíñòâà êîäîâ Ðèäà�Ñîëîìîíà:
1. Êîäû Ðèäà�Ñîëîìîíà óäîáíî èñïîëüçîâàòü, êîãäà òðåáóåòñÿ êîä, äëèíà êîòî-

ðîãî ìåíüøå, ÷åì ðàçìåð ïîëÿ, òàê êàê, ÿâëÿÿñü MDS-êîäàìè, îíè èìåþò íàèáîëüøåå
âîçìîæíîå ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå.

2. Îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ äâîè÷íûõ êîäîâ ñ î÷åíü áîëüøèìè ìèíè-
ìàëüíûìè ðàññòîÿíèÿìè.

3. Êîäû Ðèäà�Ñîëîìîíà èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè êàñêàäíûõ êîäîâ ñ õîðî-
øèìè ïàðàìåòðàìè.

4. Îíè èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ ïàêåòû îøèáîê
(ñì. ïîäðîáíåå ðàçä. 8.7.2).

Ïðèìåð 8. Ðàññìîòðèì êîä Ðèäà�Ñîëîìîíà íàä GF (5) äëèíû 4 ñ êîíñòðóêòèâ-
íûì ðàññòîÿíèåì 3. Â êà÷åñòâå ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà ïîëÿ GF (5) âîçüìåì, íà-
ïðèìåð, α = 2, òîãäà g(x) = (x − α)(x − α2) = (x − 2)(x − 4) = x2 + 4x + 3. Êîä
Ðèäà�Ñîëîìîíà èìååò 52 = 25 êîäîâûõ ñëîâ äëèíû 4, ñðåäè íèõ íàïðèìåð,

(3410), (2140), (0341), (3201) . . . .

Óïðàæíåíèå 44. Íàéòè âñå 25 êîäîâûõ ñëîâ ýòîãî êîäà.

Äîáàâëåíèå ê êîäó îáùåé ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü íå âñåãäà óâåëè÷èâàåò åãî ìèíè-
ìàëüíîå ðàññòîÿíèå, åñëè êîäû íåäâîè÷íûå è åñòü ñëîâà íå÷åòíîãî âåñà. Íàïðèìåð,
äîáàâëåíèå îáùåé ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü ê êîäó íàä GF (3) ñ êîäîâîé ìàòðèöåé

(
1 1 1 0 0
0 0 1 1 1

)

íå óâåëè÷èâàåò êîäîâîå ðàññòîÿíèå. Îäíàêî äëÿ êîäîâ Ðèäà�Ñîëîìîíà ñ ïîðîæäàþ-
ùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x) = (x− α) · (x− α2) · . . . · (x− αδ−1) êîäîâîå ðàññòîÿíèå âñåãäà
óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1.

Òåîðåìà 50. Ïóñòü P � [n = pm − 1, k, d]-êîä Ðèäà�Ñîëîìîíà ñ ïîðîæäàþùèì
ìíîãî÷ëåíîì

g(x) = (x− α) · (x− α2) · . . . · (x− αδ−1).

Òîãäà ðàñøèðåíèå êàæäîãî êîäîâîãî ñëîâà c = (c0, c1, . . . , cn−1) ïîñðåäñòâîì äîáàâëå-
íèÿ îáùåé ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü íàä GF (pm)

cn = −
n−1∑
i=0

ci

ïðèâîäèò ê êîäó ñ ïàðàìåòðàìè [n + 1, k, d + 1].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå êîäîâîå ñëîâî c âåñà d. Åìó ñîîòâåò-
ñòâóåò ìíîãî÷ëåí c(x). Ìèíèìàëüíûé âåñ êîäîâîãî ñëîâà c óâåëè÷èâàåòñÿ äî d + 1,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ

n−1∑
i=0

ci = −cn 6= 0.

Íî c(x) = c0 + c1x + . . . + cn−1x
n−1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

c(1) =
n−1∑
i=0

ci = −cn.

Ïîêàæåì, ÷òî c(1) 6= 0. Ïî òåîðåìå 38 (ñì. ðàçä. 7.2) èìååì c(x) = a(x)g(x), ãäå g(x)
� ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí êîäà. Ïî îïðåäåëåíèþ g(x), ïîñêîëüêó α0 íå ÿâëÿåòñÿ
åãî êîðíåì çàêëþ÷àåì, ÷òî g(1) 6= 0. Äëÿ a(x) èìååì a(1) 6= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí c(x) äåëèëñÿ áû íà ìíîãî÷ëåí x− 1 è, ñîãëàñíî ãðàíèöå Á×Õ (ñì.
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 45), êîäîâîå ñëîâî c èìåëî áû âåñ íå ìåíåå ÷åì d + 1, ïðî-
òèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, c(1) = a(1)g(1) 6= 0, ò. å. êîäîâîå ðàññòîÿíèå ïîëó÷åííîãî
êîäà óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. N

Óïðàæíåíèå 45. Ïîñòðîèòü êîä Ðèäà�Ñîëîìîíà ñ ïàðàìåòðàìè [3, 2, 2] íàä ïî-
ëåì Ãàëóà

GF (4) = {0, 1, α, α2},
ãäå α2 + α + 1 = 0 è ðàññìîòðåòü ðàñøèðåííûé êîä ñ ïàðàìåòðàìè [4, 2, 3].

8.7.2 Èñïîëüçîâàíèå êîäîâ Ðèäà�Ñîëîìîíà äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ äâîè÷íûõ êîäîâ

Ýëåìåíòû ïîëÿ GF (pm) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû m-âåêòîðàìè íàä GF (p) (âñïîì-
íèì ïðèìåð ïîëÿ GF (24), ãäå ýëåìåíòû ïîëÿ áûëè ïðåäñòàâëåíû äâîè÷íûìè âåêòî-
ðàìè äëèíû 4). Ðàññìîòðèì q-çíà÷íûé êîä Ðèäà�Ñîëîìîíà ñ ïàðàìåòðàìè

[n = q − 1, k = n− δ + 1, d = δ]q,

ãäå q = pm. Ïðîèçâåäÿ çàìåíó íà p-çíà÷íûå âåêòîðû, ïîëó÷èì p-çíà÷íûé êîä ñ ïà-
ðàìåòðàìè

[n′ = nm, k′ = km, d′ ≥ d]p.

Åñëè q = 2m, òî ïîëó÷åííûå äâîè÷íûå êîäû èìåþò ÷àñòî áîëüøîå ìèíèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå. Äàëåå ïîêàæåì ýòî.

Ïîñòðîèì èç êîäà Ðèäà�Ñîëîìîíà äâîè÷íûé êîä ñ áîëüøèì êîäîâûì ðàññòîÿíè-
åì. Ïóñòü âåêòîð c = (c0, . . . , cn−1) ïðèíàäëåæèò [n, k, d]-êîäó Ðèäà�Ñîëîìîíà íàä
GF (2m). Çàìåíèì ýëåìåíòû ci ñîîòâåòñòâóþùèìè äâîè÷íûìè m-âåêòîðàìè è ê êàæ-
äîìó òàêîìó m-âåêòîðó äîáàâèì îáùóþ ïðîâåðêó íà ÷åòíîñòü. Ïîëó÷èì äâîè÷íûé
êîä ñ ïàðàìåòðàìè

[n′ = (m + 1)(2m − 1), k′ = mk, d′ ≥ 2d = 2(2m − k)].
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Àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ïðèìåíèòü ê ðàñøèðåííîìó êîäó Ðèäà�Ñîëîìîíà,
÷òî ïðèâîäèò ê äâîè÷íîìó êîäó ñ ïàðàìåòðàìè

[(m + 1)2m,mk, d′ ≥ 2(2m − k + 1)].

Ïîëó÷åííûé êîä ÿâëÿåòñÿ êàñêàäíûì êîäîì.
Ïóñòü v1, . . . , vm � áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà GF (2m) íàä GF (2), ò. å. áàçèñ

â m-ìåðíîì åäèíè÷íîì êóáå Em. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò β, ïðèíàäëåæàùèé GF (2m),
ïðåäñòàâèì â âèäå

β =
m∑

i=1

bivi = b1v1 + . . . + bmvm,

ãäå bi ïðèíàäëåæèò GF (2). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå β → (b1, . . . , bm). Ýòî îòîáðà-
æåíèå ïåðåâîäèò ëèíåéíûå êîäû íàä GF (2m) â ëèíåéíûå íàä GF (2), ò. å. ñîõðàíÿåò
ëèíåéíîñòü, íî íåîáÿçàòåëüíî ïðè ýòîì ñîõðàíÿåò öèêëè÷íîñòü!

Êàñêàäíûå êîäû èìåþò øèðîêîå ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå, íàïðèìåð èñïîëüçó-
þòñÿ ïðè çàïèñè èíôîðìàöèè íà êîìïàêò-äèñêàõ. Ïîâðåæäåíèÿ â êîìïàêò-äèñêàõ
ìîãóò âûçâàòü äëèííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îøèáîê. Îøèáêè â öèôðîâîé çàïèñè è
âîñïðîèçâåäåíèè áûâàþò äâóõ òèïîâ:

1) ñëó÷àéíûå (â íåñêîëüêî áèò, îáû÷íî ðàçáðîñàíû ïî äèñêó, èõ ìîæíî ëåãêî
èñïðàâèòü);

2) îøèáêè òèïà "ïîòåðÿ ïàêåòà".

Îïðåäåëåíèå. Ïàêåòîì äëèíû s íàçûâàåòñÿ âåêòîð, âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû
êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû ñðåäè s ïîäðÿä èäóùèõ êîìïîíåíò, ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ èç
íèõ ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè.

Èíà÷å ãîâîðÿ, îøèáêà ñîñòàâëÿåò áîëüøîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñïîëîæåí-
íûõ áèò. Íàïðèìåð, â êîìïàêò-äèñêàõ òàêàÿ îøèáêà ìîæåò áûòü âûçâàíà ôèçè÷å-
ñêèì ïîâðåæäåíèåì äèñêà èëè êðóïíûì äåôåêòîì ëåíòû. Ýôôåêò, âûçâàííûé òàêèì
äåôåêòîì, ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óìåíüøåí, åñëè áèòû, ñîñòàâëÿþùèå ïîñûëêó,
ðàñïîëàãàòü íå ïîñëåäîâàòåëüíî, à äèñêðåòíî ÷åðåç íåêîòîðûå èíòåðâàëû (êàäðû).
Òîãäà ïîòåðþ ñðàâíèòåëüíî áîëüøîãî ïàêåòà îøèáîê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó-
÷àéíóþ. Òàêîé ìåòîä ïåðåäà÷è äàííûõ èñïîëüçóåò êîä Ðèäà�Ñîëîìîíà, à òî÷íåå
äâîè÷íûé êîä, ïîëó÷åííûé èç êîäà Ðèäà�Ñîëîìîíà. Èíîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ áîëåå
ñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîäà Ðèäà�Ñîëîìîíà â äâîè÷íûé ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû
ïåðåìåæåíèÿ, ñ ïðèìåíåíèåì äâóõ êîäåðîâ, íàïðèìåð ïðè èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèè
÷åòíîñòè äëÿ ëþáîãî äâîè÷íîãî íàáîðà äëèíû m ëèáî êàñêàäèðîâàíèÿ. Îäíàêî äâî-
è÷íûé êîä, ïîëó÷åííûé èç êîäà Ðèäà�Ñîëîìîíà, âñå æå äîâîëüíî ïëîõî èñïðàâëÿåò
ñëó÷àéíûå îøèáêè. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí êîä Þñòåñåíà.

8.8 Êîäû Þñòåñåíà
Ðàññìîòðèì êîä Ðèäà�Ñîëîìîíà íàä ïîëåì GF (2m) ñ ïàðàìåòðàìè

[n = 2m − 1, k, d = n− k + 1]2m .
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Ïóñòü α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (2m). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð

(a0, a1, a2, . . . , an−1)

êîäà Ðèäà�Ñîëîìîíà è ñîñòàâèì ñ ïîìîùüþ íåãî âåêòîð äëèíû 2n íàä GF (2m) ñëå-
äóþùåãî âèäà

a = (a0, a0, a1, αa1, a2, α
2a2, . . . , an−1, α

n−1an−1).

Çàìåíÿÿ â ýòîì âåêòîðå êàæäûé ýëåìåíò ai èç GF (2m) îòâå÷àþùèì åìó äâîè÷íûì
âåêòîðîì äëèíû m, ïîëó÷àåì äâîè÷íûé âåêòîð äëèíû 2mn. Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî
äâîè÷íûõ ñëîâ îáðàçóåò êîä Þñòåñåíà ñ ïàðàìåòðàìè

[N = 2mn, K = mk,D],

êîòîðûé ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì êîäîì. Êîäîâîå ðàññòîÿíèå D îïðåäåëÿ-
åòñÿ èç ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 15. Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå D êîäà Þñòåñåíà óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó

D ≥
w∑

i=1

i ·
(

2m
i

)
,

ãäå äëÿ êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ d èñõîäíîãî êîäà Ðèäà�Ñîëîìîíà ñïðàâåäëèâî:
w∑

i=1

(
2m
i

)
≤ d ≤

w+1∑
i=1

(
2m
i

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîå íåíóëåâîå êîäîâîå ñëîâî êîäà Þñòåñåíà ñîäåðæèò ïî
êðàéíåé ìåðå d ðàçëè÷íûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû 2m, ãäå u 6= 0 è v 6= 0. Î÷åâèä-
íî, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû 2m ìàëîãî âåñà íåâåëèêî. Ñëåäîâà-
òåëüíî, âåñ ëþáîãî íåíóëåâîãî êîäîâîãî ñëîâà êîäà Þñòåñåíà äîëæåí áûòü áîëüøèì.
Ìèíèìàëüíûé âåñ íåíóëåâîãî ñëîâà êîäà Þñòåñåíà íå ìåíüøå ñóììû âåñîâ d íåíó-
ëåâûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû 2m ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî âåñà, à èìåííî:

D ≥
w∑

i=1

i ·
(

2m
i

)
+ (w + 1)

(
d−

w∑
i=1

(
2m
i

))
,

ãäå â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïîä çíàêîì ñóììû ñòîèò êîëè÷åñòâî åäèíèö â íàáîðàõ äëèíû
2m, à âî âòîðîì � êîëè÷åñòâî îñòàâøèõñÿ ñòîëáöîâ â äâîè÷íîì àíàëîãå ïðîâåðî÷íîé
ìàòðèöû. Ïðè÷åì âåñ w îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

w∑
i=1

(
2m
i

)
≤ d ≤

w+1∑
i=1

(
2m
i

)
.

N

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êîäû Þñòåñåíà ÿâëÿþòñÿ êàñêàäíûìè êîäàìè. Îíè òàêæå
õîðîøè òåì, ÷òî ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè õîðîøèìè êîäàìè.



Ãëàâà 9

Äðóãèå êîäû

9.1 Ìàòðèöû Àäàìàðà, êîäû Àäàìàðà
9.1.1 Ìàòðèöû Àäàìàðà
Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöåé Àäàìàðà ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ n × n ìàòðèöà H, ýëå-
ìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ +1 è −1 òàêàÿ, ÷òî

H ·HT = nEn,

ãäå En � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n× n.
Ýòî ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ëþáûå äâå ñòðîêè ìàòðèöû îðòîãîíàëüíû,

ò. å. èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàâíî 0, à ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ëþáîé ñòðîêè íà ñàìó ñåáÿ ðàâíî n.

Ìàòðèöà H íîñèò íàçâàíèå ìàòðèöû Àäàìàðà, ïîñêîëüêó åå äåòåðìèíàíò äîñòè-
ãàåò ãðàíèöû, ïðèíàäëåæàùåé Àäàìàðó. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 51 (Àäàìàð Æ., 1897). Åñëè A = (aij) � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåí-
íàÿ (n × n) ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè −1 ≤ aij ≤ 1, òî | det A| ≤ nn/2

(ò. å. det2 A ≤ nn).
Äëÿ ìàòðèöû Àäàìàðà ñïðàâåäëèâî det H ·HT = (det H)2 = nn. Èìååì

H−1 ·H ·HT = nH−1 ⇒ HT = nH−1 è HT ·H = nH−1 ·H = nEn,

ò. å. HT ·H = nEn. Îòñþäà ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû H îáëàäàþò òåìè
æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ñòðîêè ìàòðèöû H.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåñòàíîâêà ñòðîê èëè ñòîëáöîâ ìàòðèöû H, à òàêæå óìíîæåíèå
ñòðîê èëè ñòîëáöîâ ìàòðèöû H íà −1, ïåðåâîäÿò H â äðóãóþ ìàòðèöó Àäàìàðà H ′.
Òàêèå ìàòðèöû Àäàìàðà áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó,
÷òî

H ′ = P ·H ·Q,

ãäå P è Q � ìîíîìèàëüíûå ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè äëèíû n ñ ýëåìåíòàìè +1 è −1.
Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìîíîìèàëüíîé, åñëè â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì
ñòîëáöå èìååòñÿ òî÷íî îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò. Â íàøåì ñëó÷àå äëÿ P è Q ýòè íåíó-
ëåâûå ýëåìåíòû ðàâíû +1 èëè −1. Ìàòðèöà P îñóùåñòâëÿåò ïåðåñòàíîâêó è ìåíÿåò
çíàêè ó ñòðîê H, à ìàòðèöà Q � ó ñòîëáöîâ.
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Äëÿ äàííîé ìàòðèöû Àäàìàðà H âñåãäà ìîæíî íàéòè ýêâèâàëåíòíóþ åé ìàòðèöó
Àäàìàðà, ïåðâàÿ ñòðîêà è ïåðâûé ñòîëáåö êîòîðîé öåëèêîì ñîñòîÿò èç +1. Òàêàÿ
ìàòðèöà Àäàìàðà íàçûâàåòñÿ íîðìàëèçîâàííîé.

Ïðèìåð 9. Ïðè n = 1 èìååì H(1) = (1),

ïðè n = 2, H(2) =

(
1 1
1 −1

)
,

ïðè n = 4, H(4) =




1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1


.

Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê, êðîìå ïåðâîé, è ñòîëáöîâ, êðîìå ïåðâîãî, íå íàðóøàþò íîð-
ìàëèçîâàííîñòè ìàòðèöû Àäàìàðà. Íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ýêâèâà-
ëåíòíûå íîðìàëèçîâàííûå ìàòðèöû, êîòîðûå íå ïîëó÷àþòñÿ îäíà èç äðóãîé ïðîñòîé
ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ.

Óïðàæíåíèå 46. Ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû Àäàìàðà ïîðÿäêîâ 2 è 4 ñóùåñòâóþò
è åäèíñòâåííû ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ìàòðèöû Àäàìàðà ïîðÿäêîâ 8 è 12 òàêæå åäèíñòâåííû ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Ñóùåñòâóåò ïÿòü íåýêâèâàëåíòíûõ ìàòðèö Àäàìàðà ïîðÿäêà 16 è òðè
íåýêâèâàëåíòíûõ ìàòðèöû ïîðÿäêà 20. Äëÿ n = 24 ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ìàòðèö
Àäàìàðà ðàâíî 60, äëÿ n = 28 òàêèõ ìàòðèö 487.

Òåîðåìà 52. Åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Àäàìàðà ïîðÿäêà n > 2, òî n êðàòíî 4.
Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî H ïðåäñòàâëåíà

â íîðìàëèçîâàííîì âèäå è ïóñòü n > 2. Íàéäåòñÿ ìàòðèöà, ýêâèâàëåíòíàÿ ìàòðèöå
H, ïåðâûå òðè ñòðîêè êîòîðîé èìåþò âèä

1 1 · · · 1 1 1 · · · 1 1 1 · · · 1 1 1 · · · 1
1 1 · · · 1 1 1 · · · 1 −1 −1 · · · −1 −1 −1 · · · −1
1 1 · · · 1 −1 −1 · · · −1 1 1 · · · 1 −1 −1 · · · −1
︸ ︷︷ ︸

i

︸ ︷︷ ︸
j

︸ ︷︷ ︸
k

︸ ︷︷ ︸
l

Òîãäà èç îðòîãîíàëüíîñòè ñòðîê èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé




i + j + k + l = n,
i + j − k − l = 0 (óìíîæàÿ 1-þ è 2-þ ñòðîêè),
i− j − k + l = 0 (óìíîæàÿ 2-þ è 3-þ ñòðîêè),
i− j + k − l = 0 (óìíîæàÿ 1-þ è 3-þ ñòðîêè).

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷àåì i = j = k = l = n/4, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 4 äåëèò n. N

Ãèïîòåçà. Ìàòðèöû Àäàìàðà ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ n ≡ 0(mod 4).
Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö Àäàìàðà. Íàèìåíü-

øèé ïîðÿäîê, äëÿ êîòîðîãî ìàòðèöà Àäàìàðà íå ïîñòðîåíà, ðàâåí n = 428 = 4 · 107
(2002 ã.).
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Ïðèâåäåì íåïîëíûé ñïåêòð çíà÷åíèé n, äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåíû ìàòðèöû Àäà-
ìàðà:

1) n = 2r;

2) n = pr + 1 ≡ 0(mod 4) äëÿ ïðîñòîãî p;

3) n = h(pr + 1), ãäå h ≥ 2 � ïîðÿäîê ìàòðèöû Àäàìàðà;

4) n = h(h− 1), ãäå h � ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë âèäà 1 è 2;

5) n = h(h + 3), ãäå h è h + 4 � ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë âèäà 1 è 2;

6) n = h1h2(p
r + 1)pr, ãäå h1, h2 > 1 � ïîðÿäêè ìàòðèö Àäàìàðà.

Ðàññìîòðèì äâà îñîáåííî âàæíûõ â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ìàò-
ðèö Àäàìàðà.

9.1.2 Ìàòðèöà Ñèëüâåñòðà
Ïðÿìûì, èëè êðîíåêåðîâûì, ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìàòðèö

A = (aij) ïîðÿäêà m×m è B = (bij) ïîðÿäêà n× n

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà A×B ïîðÿäêà (mn×mn):

A×B =




a11B a12B . . . a1mB
· · · ·

am1B am2B . . . ammB


 .

Óïðàæíåíèå 47. Äîêàçàòü ñâîéñòâà:

1) A× (B1 + B2) = A×B1 + A×B2;

2) (A×B)(C ×D) = AC ×BD.

Òåîðåìà 53. Åñëè ñóùåñòâóþò ìàòðèöû Àäàìàðà ïîðÿäêîâ m è n, òî èõ ïðÿ-
ìîå ïðîèçâåäåíèå åñòü ìàòðèöà Àäàìàðà ïîðÿäêà m · n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Hm è Hn � äâå ìàòðèöû Àäàìàðà ïîðÿäêîâ m è n
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

(Hm ×Hn)(Hm ×Hn)T = (Hm ×Hn)(HT
m ×HT

n ) =

= Hm ·HT
m ×Hn ·HT

n = mEm × nEn = mnEmn. N

Îòñþäà ëåãêî âûòåêàåò ñëåäóþùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö Àäàìàðà.

Òåîðåìà 54. Åñëè Hn � ìàòðèöà Àäàìàðà ïîðÿäêà n, òî

H2n =

[
1 1
1 −1

]
×Hn =

[
Hn Hn

Hn −Hn

]

� ìàòðèöà Àäàìàðà ïîðÿäêà 2n.
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Ïðèìåð 10. Ìàòðèöà Àäàìàðà ïîðÿäêà 4, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû Àäàìàðà
H(2):

H(4) =




1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1


 .

Íà÷èíàÿ ñ òðèâèàëüíîé ìàòðèöû H(1) = (1), ìåòîäîì, îïèñàííûì â òåîðåìå 54,
ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö H(1), H(2), H(4), . . . , H(2k) . . . Òàêèå ìàòðèöû
íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè Ñèëüâåñòðà. Îíè èìåþò ïîðÿäêè, ðàâíûå ñòåïåíè äâîéêè
2k, k ≥ 1.

Óïðàæíåíèå 48. Ïîñòðîèòü ìàòðèöó Àäàìàðà H8.

9.1.3 Ìàòðèöà Àäàìàðà ïî òèïó Ïýéëè
Äëÿ îïèñàíèÿ êîíñòðóêöèè Ïýéëè ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö Àäàìàðà, ïîòðåáóþòñÿ êâàä-
ðàòè÷íûå âû÷åòû è íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî. ×èñëà b 6≡ 0(mod p) äåëÿòñÿ íà
äâà êëàññà, íàçûâàåìûå êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòàìè è êâàäðàòè÷íûìè íåâû÷åòàìè
â çàâèñèìîñòè îò òîãî, èìååò ñðàâíåíèå

x2 ≡ b (mod p)

ðåøåíèå ïî ìîäóëþ p èëè íå èìååò.

Ïðèìåð 11. Ïðè p = 7:
22 = 4(mod 7) � âû÷åò;
32 ≡ 2(mod 7) � âû÷åò (÷èñëî 2 ïðåäñòàâèìî â âèäå 32, ãäå 3 < 7);
3 � íåâû÷åò, òàê êàê ñðàâíåíèå x2 ≡ 3(mod 7) íå èìååò ðåøåíèÿ, â ÷åì ëåãêî

óáåäèòüñÿ ïðîñòûì ïåðåáîðîì;
42 = 16 ≡ 2(mod 7);
52 = 25 ≡ 4(mod 7);
62 = 36 ≡ 1(mod 7).
Íîâûõ âû÷åòîâ íå ïîëó÷èëè, ñëåäîâàòåëüíî, 1, 2 è 4 � âñå âû÷åòû ïî ìîäóëþ 7.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè âñå âû÷åòû ïî ìîäóëþ p, íóæíî ðàññìîòðåòü âñå ÷èñëà
1, 2, . . . , p− 1, íî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êâàäðàòû ÷èñåë îò 1 äî (p− 1)/2, òàê êàê

(p− a)2 ≡ a2(mod p).
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Ñâîéñòâà êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ

1. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ èëè íåâû÷åòîâ ÿâëÿåòñÿ êâàäðà-
òè÷íûì âû÷åòîì, ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòè÷íîãî âû÷åòà íà íåâû÷åò ÿâëÿåòñÿ íåâû-
÷åòîì.

2. Êðèòåðèé Ýéëåðà. Ïóñòü p > 2 � ïðîñòîå. ×èñëî a, âçàèìíî ïðîñòîå ñ
p, ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a(p−1)/2 ≡ 1(mod p)

è ÿâëÿåòñÿ íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a(p−1)/2 ≡ −1(mod p).

3. Åñëè p = 4k + 1, òî ÷èñëî −1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì, åñëè
p = 4k − 1, òî ÷èñëî −1 ÿâëÿåòñÿ íåâû÷åòîì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâîéñòâà ïîëåçåí ñëåäóþùèé ôàêò.

4. Åñëè α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ Ãàëóà GF (p), ãäå p � ïðîñòîå, òî,
íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû çàäàþòñÿ ÷åòíûìè ñòåïåíÿìè ýëå-
ìåíòà α.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî. Ôóíêöèÿ χ(i), íàçûâàåìàÿ
ñèìâîëîì Ëåæàíäðà, îïðåäåëÿåòñÿ íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë ñëåäóþùèì îáðàçîì:

χ(i) = 0, åñëè i ≡ 0(mod p);

χ(i) = 1, åñëè îñòàòîê îò äåëåíèÿ i íà p ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî
ìîäóëþ p;

χ(i) = −1, åñëè îñòàòîê îò äåëåíèÿ i íà p ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì
ïî ìîäóëþ p.

Òåîðåìà 55. Äëÿ ëþáîãî c 6≡ 0(mod p) ñïðàâåäëèâî

p−1∑

b=0

χ(b)χ(b + c) = −1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ èëè íåâû-
÷åòîâ åñòü âû÷åò, à ïðîèçâåäåíèå âû÷åòà íà íåâû÷åò åñòü íåâû÷åò, òî

χ(xy) = χ(x)χ(y) ïðè 0 ≤ x, y ≤ p− 1.

Åñëè b = 0, òî χ(0) = 0 è âêëàä â ñóììó ñëàãàåìîãî ïðè b = 0

χ(0)χ(c) = 0.

Ïóñòü b 6= 0 è ïóñòü z òàêîå ÷èñëî, ÷òî zb ≡ b + c(mod p). Åñëè b ïðîáåãàåò ìíî-
æåñòâî {1, 2, . . . , p−1}, òî z ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {0, 2, 3, . . . , p−1} (äåéñòâèòåëüíî,
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òàê êàê c 6≡ 0(mod p), èìååì z 6= 1). Ðàçíûì ÷èñëàì b îòâå÷àþò ðàçíûå z. Ïóñòü ýòî
íå òàê, ò. å.

zb ≡ b + c (mod p)
zb′ ≡ b′ + c (mod p)

, b 6= b′ è b, b′ ≤ p− 1.

Òîãäà z(b− b′) ≡ b− b′ (mod p), èëè (z− 1)(b− b′) ≡ 0(mod p), ò. å. â ñèëó b 6= b′ èìååì
z ≡ 1(mod p), ÷òî íåâîçìîæíî.

Ðàññìîòðèì èñõîäíóþ ñóììó:
p−1∑

b=0

χ(b)χ(b + c) =

p−1∑

b=1

χ(b)χ(zb) =

p−1∑

b=1

(χ(b))2χ(z) =

p−1∑

b=1

χ(b2)χ(z) =

=

p−1∑
z=0
z 6=1

χ(z) =

p−1∑
z=0

χ(z)− χ(1) = −1.

Çäåñü
p−1∑
z=0

χ(z) = 0, òàê êàê ïîëîâèíà ÷èñåë îò 1 äî p − 1 (p � íå÷åòíî) ÿâëÿþòñÿ
êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòàìè è χ(z) äëÿ íèõ ðàâåí 1, à ïîëîâèíà � íåâû÷åòàìè è χ(z)
äëÿ íèõ ðàâåí −1. N

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ Ïýéëè äàåò ïîñòðîåíèå ìàòðèöû Àäàìàðà ïîðÿäêà
n = p + 1, êðàòíîãî 4 (èëè ïîðÿäêà n = pm + 1, êðàòíîãî 4, åñëè èñïîëüçóþòñÿ
êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû íàä ïîëåì GF (pm)), ãäå p � ïðîñòîå.

Äëÿ êîíñòðóêöèè Ïýéëè ïîòðåáóåòñÿ ìàòðèöà Äæåêîáñòîëà Q = (qij), êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ (p× p)-ìàòðèöåé, ãäå qij = χ(j − i), ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû Q ïðîíóìå-
ðîâàíû ÷èñëàìè 0, 1, . . . , p− 1.

Ïðèìåð 12. Ïðè p = 7 ÷èñëà 1, 2 è 4 ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòàìè, ñëå-
äîâàòåëüíî, χ(1) = χ(2) = χ(4) = 1. Ìàòðèöà Äæåêîáñòîëà èìååò âèä

Q =




0 1 1 −1 1 −1 −1
−1 0 1 1 −1 1 −1
−1 −1 0 1 1 −1 1

1 −1 −1 0 1 1 −1
−1 1 −1 −1 0 1 1

1 −1 1 −1 −1 0 1
1 1 −1 1 −1 −1 0




.

Ïðè p = 4k − 1 ÷èñëî −1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì ïî ñâîéñòâó 2 è
χ(−1) = −1. Ïîýòîìó

qij = χ(j − i) = χ(−1)χ(i− j) = −χ(i− j) = −qij,

ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà Q � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ, ò. å. QT = −Q.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 10. Ñïðàâåäëèâî QQT = pE − J è QJ = JQ = 0p, ãäå J � ìàòðèöà,
ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ åäèíèöû, à 0p � ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç íóëåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P = (pij) = QQT . Òîãäà

pii =

p−1∑

k=0

q2
ik = p− 1.

Åñëè i 6= j, òî

pij =

p−1∑

k=0

qikqjk =

p−1∑

k=0

χ(k − i)χ(k − j) =

p−1∑

k=0

χ(k − i)χ(k − i + (i− j)) =

=

p−1∑

b=0

χ(b)χ(b + c) = −1,

ãäå b = k − i è c = i− j ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå.
Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ óòâåðæäåíèå QJ = JQ = 0p (äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé ñòîëáåö

è ñòðîêà ìàòðèöû Q ñîäåðæèò ðàâíîå ÷èñëî (p− 1)/2 ýëåìåíòîâ 1 è −1). N

Ïîñòðîèì, èñïîëüçóÿ Q, ìàòðèöó H. Îáîçíà÷èì, êàê è ïðåæäå, ÷åðåç 1 è 0 âåê-
òîðû äëèíû p, ñîñòîÿùèå èç åäèíèö è íóëåé ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 56. Ìàòðèöà

H =

(
1 1
1T Q− Ep

)

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Àäàìàðà (òèïà Ïýéëè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

H ·HT =

(
1 1
1T Q− Ep

)
·
(

1 1
1T QT − Ep

)
=

(
p + 1 0
0T J + (Q− Ep)(Q

T − Ep)

)

Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ ëåììó è òîò ôàêò, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû Q âûïîë-
íÿåòñÿ Q + QT = 0, ïîëó÷àåì

J + (Q−Ep)(Q
T −Ep) = J + Q ·QT − (Q + QT ) + Ep = J + (pEp− J) + Ep = (p + 1)Ep.

Ñëåäîâàòåëüíî,

H ·HT =

(
p + 1 0
0T (p + 1)Ep

)
= (p + 1)Ep+1.

N
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëó÷èëè íîðìàëèçîâàííóþ ìàòðèöó Àäàìàðà òèïà Ïýéëè ïîðÿä-
êà p + 1.
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9.1.4 Êîäû Àäàìàðà
Ïóñòü Hn � íîðìàëèçîâàííàÿ ìàòðèöà Àäàìàðà. Çàìåíèì âñþäó 1 íà 0, à −1 íà 1,
òîãäà Hn ïðåâðàùàåòñÿ â äâîè÷íóþ ìàòðèöó Àäàìàðà An. Òàê êàê ñòðîêè Hn îðòîãî-
íàëüíû, òî ëþáûå äâå ñòðîêè ìàòðèöû An ñîâïàäàþò â n/2 ïîçèöèÿõ, ñëåäîâàòåëüíî,
ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó íèìè ðàâíî n/2.

Èç ìàòðèöû An ïîñòðîèì òðè êîäà Àäàìàðà.
1. Êîä An ñ ïàðàìåòðàìè (n− 1, n, n/2), ñîñòîÿùèé èç ñòðîê ìàòðèöû An ñ âûêî-

ëîòîé ïåðâîé êîîðäèíàòîé.

Ïðèìåð 13. Êîä Àäàìàðà A8 ñ ïàðàìåòðàìè (7, 8, 4), ïîëó÷åííûé èç ìàòðèöû
Àäàìàðà òèïà Ïýéëè. Êîäîâûå ñëîâà � ýòî âñå öèêëè÷åñêèå ñäâèãè âåêòîðà (1001011)
è íóëåâîé âåêòîð äëèíû 7. Èíà÷å ãîâîðÿ,

[(1001011)] =

(1 0 0 1 0 1 1)
(1 1 0 0 1 0 1)
(1 1 1 0 0 1 0)
(0 1 1 1 0 0 1)
(1 0 1 1 1 0 0)
(0 1 0 1 1 1 0)
(0 0 1 0 1 1 1)

.

Ïðèìåð 14. Êîä Àäàìàðà A12 ñ ïàðàìåòðàìè (11, 12, 5), ïîëó÷åííûé èç ìàòðèöû
Àäàìàðà òèïà Ïýéëè:

[(11011100010)],

ñîäåðæàùèé òàêæå íóëåâîé âåêòîð äëèíû 11.

2. Êîä Bn ñ ïàðàìåòðàìè (n− 1, 2n, (n/2)− 1), ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ êîäà An è
èõ äîïîëíåíèé.

Ïðèìåð 15. Êîä Àäàìàðà B12 ñ ïàðàìåòðàìè (11, 24, 5) ñî ñëåäóþùèìè êîäîâû-
ìè ñëîâàìè:

011,111, [(11011100010)], [(00100011101)].

3. Êîä Cn, (n, 2n, n/2), ñîñòîÿùèé èç ñòðîê ìàòðèöû An è èõ äîïîëíåíèé.
Êîä An ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè

äâóìÿ êîäîâûìè ñëîâàìè ðàâíî n/2.
Åñëè H � ìàòðèöà Ñèëüâåñòðà, òî An, Bn è Cn � ãðóïïîâûå êîäû. Åñëè H �

ìàòðèöà Àäàìàðà òèïà Ïýéëè, òî ïîëó÷åííûå êîäû íåëèíåéíû äëÿ ëþáîãî n > 8.
Ëèíåéíûå îáîëî÷êè ýòèõ êîäîâ ïðèíàäëåæàò êëàññó òàê íàçûâàåìûõ êâàäðàòè÷íî-
âû÷åòíûõ êîäîâ.

9.1.5 Ñâÿçü êîäîâ Àäàìàðà ñ êîäîì Õýììèíãà
Ðàññìîòðèì ñâÿçü êîäîâ Àäàìàðà An, n = 2k − 1 ñ êîäîì Õýììèíãà. Äëÿ ýòîãî
âñïîìíèì îïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíîãî êîäà.
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Îïðåäåëåíèå. Åñëè C � ëèíåéíûé [n, k]-êîä íàä F , òî äóàëüíûé èëè îðòîãî-
íàëüíûé ê íåìó êîä C⊥ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ
âñåì êîäîâûì ñëîâàì êîäà C:

C⊥ = {u | u · v = 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ C}.

Åñëè êîä C èìååò ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó H è ïîðîæäàþùóþ G, òî äóàëüíûé êîä
C⊥ èìååò ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó G è ïîðîæäàþùóþ H.

Òåîðåìà 57. Êîä, äóàëüíûé ê êîäó Õýììèíãà, ÿâëÿåòñÿ êîäîì Àäàìàðà An, ïî-
ñòðîåííûì èç ìàòðèöû Ñèëüâåñòðà. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü èíäóêöèåé ïî m, ãäå n = 2m − 1.
Ïóñòü m = 2. Ðàññìîòðèì êîä Õýììèíãà äëèíû 3, çàäàííûé ñëåäóþùåé ïðîâå-

ðî÷íîé ìàòðèöåé
H3 =

[
1 0 1
0 1 1

]
.

Îíà ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé îðòîãîíàëüíîãî êîäà ê êîäó Õýììèíãà. Êîäî-
âûå ñëîâà èìåþò âèä 



0 0 0
1 0 1
0 1 1
1 1 0


 .

Äîáàâëÿÿ ïðîâåðêó íà ÷åòíîñòü è çàìåíÿÿ 0 íà 1 è 1 íà -1, ïîëó÷àåì

0 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 1
0 1 1 0

0→1
1→−1−→ H(4) =




1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1


 ,

ò. å. ìàòðèöó Ñèëüâåñòðà (ñì. ïðèìåð 10).
Ïóñòü äëÿ n = 2m−1−1 èìååì: êîä, îðòîãîíàëüíûé êîäó Õýììèíãà, ÿâëÿåòñÿ êîäîì

Àäàìàðà A2m−1 ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé Hn, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé
êîäà Õýììèíãà äëèíû n. Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà âèäà

H =




0 . . . 0 1 1 . . . 1
0

Hn
... Hn

0




ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé êîäà Õýììèíãà ïîðÿäêà 2n− 1. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî
òàê, ïîñêîëüêó ÷èñëî ñòîëáöîâ ðàâíî 2n− 1 è âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè âåêòî-
ðàìè äëèíû m (â Hn âñå ñòîëáöû � ðàçëè÷íûå âåêòîðû äëèíû m− 1).

Ñòðîêè ìàòðèöû 


0

Hn
... Hn

0


 ,
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ïîðîæäàþò êîä ñ êîäîâîé ìàòðèöåé



0

An
... An

0


 .

Äîáàâëÿÿ âåêòîð (0 . . . 01 . . . 1), ïîëó÷àåì êîä, ïîðîæäåííûé ìàòðèöåé H, êîäîâàÿ
ìàòðèöà êîòîðîãî èìååò âèä




0

An
... An

0
1

An
... An

1




= A2n+1.

Îòñþäà, äîáàâèâ ñòîëáåö èç íóëåé, èìååì ìàòðèöó



0 0
... An

... An

0 0
0 1
... An

... An

0 1




0→1
1→−1−→ H(2n) =




H(n) H(n)

H(n) H(n)




,

ãäå H(n) � ìàòðèöà Ñèëüâåñòðà ïîðÿäêà n, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 54 ìàòðèöà
H(2n) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ñèëüâåñòðà.

Äîêàçàòåëüñòâî â îáðàòíóþ ñòîðîíó ïðîâîäèòñÿ òàêæå ïî èíäóêöèè, íà÷èíàÿ ñ
êîäà Àäàìàðà. N

Ðèñ. 9. Ñèìïëåêñíûé êîä äëèíû 3

Êîä Àäàìàðà An íàçûâàåòñÿ òàêæå ñèìïëåêñíûì, ïîñêîëüêó åãî âåðøèíû îá-
ðàçóþò â En ïðàâèëüíûé ñèìïëåêñ � ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ êîäîâûìè
ñëîâàìè îäíî è òî æå è ðàâíî n +1

2
. Íà ðèñ. 9 ïðèâåäåí ïðèìåð êîäà A3, âåðøèíû

êîòîðîãî îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òåòðàýäð.
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9.2 Êîäû Ðèäà�Ìàëëåðà
Îïðåäåëåíèå êîäîâ Ðèäà�Ìàëëåðà (RM-êîäîâ) óäîáíåå âñåãî ïðèâîäèòü â òåðìèíàõ
áóëåâûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, . . . , xm) îò m
ïåðåìåííûõ, òîæäåñòâåííî íå ðàâíóþ íóëþ. Â êà÷åñòâå êîäîâûõ ñëîâ êîäà Ðèäà�
Ìàëëåðà äëèíû n = 2m áóäóò âûáðàíû äâîè÷íûå âåêòîðû, ÿâëÿþùèåñÿ íàáîðàìè
çíà÷åíèé áóëåâûõ ôóíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Íî ïðåæäå ÷åì çàäàòü ñïîñîá âûáî-
ðà ýòèõ ôóíêöèé, ïðèâåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ. Êàæäîé ñòðî-
êå òàáëèöû èñòèííîñòè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f , äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèå ôóíêöèè
ðàâíî åäèíèöå, ìîæíî ïîñòàâèòü âî âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòàðíóþ
êîíúþíêöèþ äëèíû m, ðàâíóþ åäèíèöå íà ýòîì íàáîðå, ò. å. ïðîèçâåäåíèå âñåõ ïå-
ðåìåííûõ x1, . . . , xm, âçÿòûõ ñ îòðèöàíèåì èëè áåç. Äèçüþíêöèÿ ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ
êîíüþíêöèé íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÑÄÍÔ)
áóëåâîé ôóíêöèè f .

Äàëåå, èñïîëüçóÿ çàêîí äå Ìîðãàíà
x ∨ y =q(qx&qy),

óäàëèì âñå äèçúþíêöèè â ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè f(x1, . . . , xm), äðóãèìè ñëîâàìè,
ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xm) áóäåò âûðàæåíà ÷åðåç ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà {&, q}. Òàê
êàê f � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî íå ðàâíàÿ íóëþ, òî îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {&, q} ïîëíà. Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé
{f1, . . . , fs, . . .} íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà
â âèäå ôîðìóëû ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè ýòîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 58 (Æåãàëêèí). Êàæäàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî
ïðåäñòàâëåíà ïîñðåäñòâîì ïîëèíîìà ïî ìîäóëþ 2.

Ýòîò ïîëèíîì íîñèò íàçâàíèå ïîëèíîìà Æåãàëêèíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, . . . , xm),

ïðåäñòàâëåííóþ ñèñòåìîé ôóíêöèé {&, q}. Âûðàæàÿ âñÿêèé ðàç îòðèöàíèå ÷åðåç
ñëîæåíèå: qx = x + 1 è îïóñêàÿ çíàêè &: x&y = xy, ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðè-
âåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ x + x = 0, xx = x, èñïîëüçóÿ äèñòðèáóòèâíîñòü, ïîëó÷èì
ìíîãî÷ëåí

m∑
s=0

∑
1≤i1,..., is≤m

ai1...isxi1 · . . . · xis + a,

ãäå ai1...is , a ∈ {0, 1} � êîíñòàíòû äëÿ ðàçëè÷íûõ i1, . . . , is. Ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí
ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîìÆåãàëêèíà. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ
îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
ïîëèíîìîâ Æåãàëêèíà

m∑
s=0

∑
1≤i1, ..., is≤m

ai1...isxi1 · . . . · xis + a.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî s, s ≤ m, èìååì
(

m
s

)
âîçìîæíîñòåé âûáîðà ïðîèçâåäåíèÿ

xi1 · . . . · xis . Òàê êàê 0 ≤ s ≤ m, òî âñåãî âîçìîæíî
m∑

s=0

(
m
s

)
= 2m
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ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm, âçÿòûõ áåç îòðè-
öàíèÿ. Äàëåå, òàê êàê êîýôôèöèåíòû ai1...is , a ìîãóò ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ 0 èëè
1, ïîëó÷àåì 22m ðàçëè÷íûõ ïîëèíîìîâ Æåãàëêèíà, êàæäîìó èç êîòîðûõ îòâå÷àåò
åäèíñòâåííàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò m
ïåðåìåííûõ òàêæå ðàâíî 22m . N

Èç òåîðåìû Æåãàëêèíà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè

1, x1, . . . , xm, x1x2, . . . , xm−1xm, . . . , x1x2 . . . xm

îáðàçóþò áàçó ïðîñòðàíñòâà E2m âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò m ïåðåìåííûõ. Òåïåðü
ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ êîäîâ Ðèäà�Ìàëëåðà.

Îïðåäåëåíèå. Äâîè÷íûé êîä Ðèäà�Ìàëëåðà RM(r,m) ïîðÿäêà r, 0 ≤ r ≤ m, �
ýòî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ äëèíû 2m, îòâå÷àþùèõ ïîëèíîìàì îò m ïåðåìåííûõ ñòå-
ïåíè íå áîëüøå r.

Êîä Ðèäà�Ìàëëåðà RM(1, m) ïåðâîãî ïîðÿäêà îðòîãîíàëåí ðàñøèðåííîìó êî-
äó Õýììèíãà è ñîâïàäàåò ñ êîäîì Àäàìàðà Bm. Â ñâîþ î÷åðåäü, ðàñøèðåííûé êîä
Õýììèíãà ÿâëÿåòñÿ êîäîì Ðèäà�Ìàëëåðà RM(m − 2,m) ïîðÿäêà m − 2. Èç îïðå-
äåëåíèÿ êîäà Ðèäà�Ìàëëåðà ïîðÿäêà r âûòåêàåò, ÷òî îí ñîñòîèò èç âñåõ ëèíåéíûõ
êîìáèíàöèé âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâåäåíèÿì

1, x1, . . . , xm, x1x2, . . . , xm−1xm, . . . , xm−r+1xm−r+2 . . . xm.

Ýòè ïðîèçâåäåíèÿ çàäàþò áàçèñ êîäà Ðèäà�Ìàëëåðà ïîðÿäêà r. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ðàçìåðíîñòü êîäà ðàâíà

k = 1 +

(
m
1

)
+ · · ·+

(
m
r

)
,

âñå êîäîâûå ñëîâà èìåþò ÷åòíûé âåñ.
Êîä Ðèäà�Ìàëëåðà RM(r,m) ëþáîãî ïîðÿäêà r, 0 ≤ r ≤ m, ìîæåò áûòü îïèñàí

ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè Ïëîòêèíà.

Òåîðåìà 59. Cïðàâåäëèâî

RM(r + 1,m + 1) = { (u, u + v) | u ∈ RM(r + 1,m), v ∈ RM(r,m) }.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå êîäîâîå ñëîâî f èçRM(r+1,m+1).
Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâîè÷íûé âåêòîð äëèíû 2m+1, ñ äðóãîé
ñòîðîíû � ìíîãî÷ëåí îò (m + 1) ïåðåìåííûõ, ñòåïåíü êîòîðîãî íå áîëüøå r + 1.
Ïåðåïèøåì ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xm+1) ñëåäóþùèì îáðàçîì

f(x1, . . . , xm+1) = g(x1, . . . , xm) + xm+1h(x1, . . . , xm),

ãäå ñòåïåíü g(x1, . . . , xm) íå áîëüøå r+1, à ñòåïåíü h(x1, . . . , xm) íå áîëüøå r. Ïóñòü
g è h � âåêòîðû äëèíû 2m, îòâå÷àþùèå ìíîãî÷ëåíàì g(x1, . . . , xm) è h(x1, . . . , xm)
ñîîòâåòñòâåííî, èíûìè ñëîâàìè, g è h � ýòî íàáîðû çíà÷åíèé áóëåâûõ ôóíêöèé (îò
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm), ïðåäñòàâëåííûõ ýòèìè ìíîãî÷ëåíàìè. Ïîñêîëüêó ñòåïåíü
g(x1, . . . , xm) íå áîëüøå r + 1, òî, ïî îïðåäåëåíèþ êîäà Ðèäà�Ìàëëåðà, âåêòîð g



9.2. Êîäû Ðèäà�Ìàëëåðà 111

ïðèíàäëåæèò êîäó RM(r + 1, m) ïîðÿäêà r + 1. Àíàëîãè÷íî, h ïðèíàäëåæèò êîäó
RM(r,m).

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí g(x1, . . . , xm) êàê ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm+1 :

g′(x1, . . . , xm+1) = g(x1, . . . , xm).

Âåêòîð äëèíû 2m+1, îòâå÷àþùèé ýòîìó ìíîãî÷ëåíó, ðàâåí (g, g). Äåéñòâèòåëüíî, èç
áóëåâîé ôóíêöèè g(x1, . . . , xm) îò m ïåðåìåííûõ ìû ïîëó÷èëè áóëåâó ôóíêöèþ
g′(x1, . . . , xm+1) îò (m + 1) ïåðåìåííûõ, ãäå ïåðåìåííàÿ xm+1 ÿâëÿåòñÿ ôèêòèâíîé.
Âòîðàÿ ïîëîâèíà òàáëèöû èñòèííîñòè áóëåâîé ôóíêöèè g′(x1, . . . , xm+1), îòâå÷àþ-
ùàÿ çíà÷åíèþ 1 ïåðåìåííîé xm+1, äóáëèðóåò ïåðâóþ.

Ðàññìîòðèì òàêæå ìíîãî÷ëåí h′(x1, . . . , xm+1) êàê ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xm+1, îïðåäåëåííûé ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíà h(x1, . . . , xm) ñëåäóþùèì
îáðàçîì

h′(x1, . . . , xm+1) = xm+1h(x1, . . . , xm) =

= 0 · h(x1, . . . , xm) + 1 · h(x1, . . . , xm).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòîìó ìíîãî÷ëåíó îòâå÷àåò äâîè÷íûé âåêòîð äëèíû 2m+1 âèäà
(02m

, h). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè

f = (g, g) + (02m

, h) = (g, g + h).

N

Òåîðåìà 60. Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà Ðèäà�Ìàëëåðà RM(r,m) ïîðÿäêà r,
0 ≤ r ≤ m, ðàâíî d = 2m−r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü èíäóêöèåé ïî m.
Ïóñòü m = 1. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì ñëåäóþùèå äâà òðèâèàëüíûõ êîäà Ðèäà�

Ìàëëåðà ïîðÿäêîâ 0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî:
RM(0, 1) = {(00), (11)} ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 2;
RM(1, 1) = {(00), (01), (11), (10)} ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 1.

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî (m−1) òåîðåìà âåðíà è ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäàRM(r,m−1)
ïîðÿäêà r ðàâíî 2m−1−r äëÿ ëþáîãî r, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ 0 ≤ r ≤ m − 1.
Ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèþ Ïëîòêèíà äëÿ êîäà RM(r,m), èçëîæåííóþ â ïðåäûäóùåé
òåîðåìå:

RM(r,m) = {(u, u + v)|u ∈ RM(r,m− 1), v ∈ RM(r − 1,m− 1)}.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà RM(r − 1,m − 1) ðàâíî
2m−1−(r−1) = 2m−r, à êîäà RM(r,m− 1) ðàâíî 2m−r−1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

d((u, u + v), (u′, u′ + v′)) ≥ 2m−r

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîäîâûõ ñëîâ (u, u + v) è (u′, u′ + v′) èç RM(r,m) (ñì. äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû Ïëîòêèíà â ãë. 1). Î÷åâèäíî, ÷òî ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè êîäà
RM(r,m) äîñòèæèìî ðàññòîÿíèå, ðàâíîå 2m−r. N
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Òàêèì îáðàçîì, êîä Ðèäà�Ìàëëåðà RM(r,m) ïîðÿäêà r èìååò ïàðàìåòðû:
• äëèíà êîäà ðàâíà n = 2m;
• ìîùíîñòü êîäà ðàâíà 2k, ãäå k = 1 +

(
m
1

)
+ · · ·+

(
m
r

)
;

• êîäîâîå ðàññòîÿíèå d = 2m−r.

Êîäû Ðèäà�Ìàëëåðà èìåþò áûñòðûå ïðîöåäóðû êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ
è øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ íà ïðàêòèêå, â ÷àñòíîñòè, êîäû Ðèäà�Ìàëëåðà òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé õîðîøèé ýêçåìïëÿð êîäîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â êðèï-
òîãðàôèè äëÿ øèôðîâàíèÿ èíôîðìàöèè â êðèïòîñèñòåìàõ ñ îòêðûòûìè êëþ÷àìè,
à èìåííî â êðèïòîñèñòåìå Ìàê-Ýëèñà.

Òåîðåìà 61. Äëÿ ëþáûõ r, 0 ≤ r ≤ (m− 1) êîä Ðèäà�Ìàëëåðà RM(m− r− 1,m)
îðòîãîíàëåí êîäó Ðèäà�Ìàëëåðà RM(r,m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû f è g, ãäå
f ∈ RM(m−r−1,m), g ∈ RM(r,m). Ïî îïðåäåëåíèþ êîäîâ Ðèäà�Ìàëëåðà, ñòåïåíè
ìíîãî÷ëåíîâ f(x1, . . . , xm) è g(x1, . . . , xm) íå ïðåâîñõîäÿò m−r−1 è r ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(x1, . . . , xm) · g(x1, . . . , xm) íå ïðåâîñõîäèò
m−1 è îòâå÷àþùèé ýòîìó ìíîãî÷ëåíó âåêòîð ïðèíàäëåæèò êîäó RM(m−1, m). Ïî-
ñêîëüêó â êîäå RM(m−1,m) âñå âåðøèíû èìåþò ÷åòíûé âåñ, òî åñòü ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå âåêòîðîâ f è g ðàâíî íóëþ, òî ïîëó÷àåì RM(m− r− 1,m) ⊆ RM(r,m)⊥.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç dim(C) ðàçìåðíîñòü êîäà C. Ñïðàâåäëèâî

dim(RM(m− r − 1,m)) + dim(RM(r,m)) = 2m,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
RM(m− r − 1,m) = RM(r,m)⊥,

÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìó. N

Êîäû ñ ïàðàìåòðàìè êîäîâ Ðèäà�Ìàëëåðà
Âûêîëîòûé êîä Ðèäà�Ìàëëåðà RM∗(r,m) ïîëó÷àåòñÿ óäàëåíèåì êàêîé-ëèáî êîîð-
äèíàòû è èìååò ïàðàìåòðû

(n = 2m − 1,M = 2k, d = 2m−r − 1), ãäå k = 1 +

(
m
1

)
+ · · ·+

(
m
r

)
.

Ïîêàæåì, êàê, èñïîëüçóÿ ñâèò÷èíãîâûå è êàñêàäíûå êîíñòðóêöèè, ìîæíî ñòðîèòü
ìîùíûå êëàññû êîäîâ ñ ïàðàìåòðàìè êîäîâ Ðèäà�Ìàëëåðà è âûêîëîòûõ êîäîâ Ðèäà�
Ìàëëåðà. Äâîè÷íûå êîäû (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûå) ñ ïàðàìåòðàìè âûêîëîòîãî êîäà
Ðèäà�Ìàëëåðà ïîðÿäêà r áóäåì îáîçíà÷àòü LRM∗(r,m) è íàçûâàòü âûêîëîòûìè
êîäàìè Ðèäà�Ìàëëåðà. Ëèíåéíûé êîä RM∗(r,m) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîäîâ
LRM∗(r,m).

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå êîíñòðóêöèè Âàñèëüåâà èç òåîðåìû 13. Ïîñðåä-
ñòâîì ýòîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ êîäîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîãî íåëèíåéíûõ âûêîëîòûõ
êîäîâ Ðèäà�Ìàëëåðà LRM∗(r,m)) ïîðÿäêà r.

Ïóñòü LRM∗(r,m − 1) è LRM∗(r − 1,m − 1) � ïðîèçâîëüíûå âûêîëîòûå êîäû
Ðèäà�Ìàëëåðà ïîðÿäêîâ r è r − 1 ñîîòâåòñòâåííî äëèíû n = 2m−1 − 1. Ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
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Òåîðåìà 62 (Ïóëàòîâ À. Ê., 1974). Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

{ (x, |x|+ λ(y), x + y) | x ∈ LRM∗(r,m− 1), y ∈ LRM∗(r − 1,m− 1) },

ãäå λ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êîäà LRM∗(r − 1,m − 1) â ìíîæåñòâî {0, 1},
ÿâëÿåòñÿ êîäîì ñ ïàðàìåòðàìè âûêîëîòîãî êîäà Ðèäà�Ìàëëåðà ïîðÿäêà r äëèíû
n = 2m − 1, ò. å. LRM∗(r,m)-êîäîì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 13.
Çàìå÷àíèå. Ýòîò êëàññ êîäîâ îêàçàëñÿ õîðîøèì ïðåäñòàâèòåëåì äëÿ ðåàëèçàöèé

π-ñõåìàìè. À. Ê. Ïóëàòîâûì áûëà ïîëó÷åíà êâàäðàòè÷íàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè
π-ñõåì, ðåàëèçóþùèõ êîäû ñ ïàðàìåòðàìè âûêîëîòûõ êîäîâ Ðèäà�Ìàëëåðà.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 62, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ðàçáèå-
íèÿ âûêîëîòûõ êîäîâ Ðèäà�Ìàëëåðà LRM∗(r,m− 1) ïîðÿäêà r äëèíû n = 2m−1− 1
íà âûêîëîòûå êîäû Ðèäà�Ìàëëåðà ïîðÿäêà r − 1 äëèíû n = 2m−1 − 1:

LRM∗(r,m− 1) =
t⋃

i=1

LRM∗
i (r − 1,m− 1), ãäå t = 2


 m

r




(äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 21).

Òåîðåìà 63 (Ñîëîâüåâà Ô. È., 1981). Ïóñòü äàíû ïðîèçâîëüíûå ðàçáèåíèÿ
âûêîëîòûõ êîäîâ Ðèäà�Ìàëëåðà ïîðÿäêà r:

LRM∗
1(r,m− 1) =

t⋃
i=1

LRM∗
1,i(r − 1,m− 1),

LRM∗
2(r,m− 1) =

t⋃
i=1

LRM∗
2,i(r − 1,m− 1),

ãäå t = 2


 m

r



. Ïóñòü π � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäñòàíîâêà íà t ýëåìåíòàõ. Òîãäà ìíî-

æåñòâî

{(x, y, |y|) : x ∈ LRM∗
1,i(r − 1,m− 1), y ∈ LRM∗

2,π(i)(r − 1,m− 1), i = 1, . . . , t}

ÿâëÿåòñÿ LRM∗(r,m)-êîäîì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 22.
Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü ê

LRM∗(r,m)-êîäàì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü øèðîêèå êëàññû íåýêâèâàëåíòíûõ íåëèíåé-
íûõ êîäîâ ñ ïàðàìåòðàìè êîäîâ Ðèäà�Ìàëëåðà ïîðÿäêà r äëèíû n ≥ 16. Ñðåäè ýòèõ
êîäîâ ìîãóò îêàçàòüñÿ êîäû ñ ïîëåçíûìè ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð ñ òðàíçèòèâíîé ãðóï-
ïîé àâòîìîðôèçìîâ (êîä íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì, åñëè åãî ãðóïïà àâòîìîðôèç-
ìîâ äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà âñåõ åãî êîäîâûõ ñëîâàõ), à òàêæå êîäû, ÿâëÿþùèåñÿ
Z4-ëèíåéíûìè (ëèíåéíûìè íàä êîëüöîì Z4). Ïîñëåäíèå ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â
êðèïòîãðàôèè, íàïðèìåð, â êðèïòîñèñòåìàõ ÌàêÝëèñà ñ îòêðûòûìè êëþ÷àìè.
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9.3 Êîäû Ïðåïàðàòû
Îïðåäåëåíèå. Äâîè÷íûé êîä äëèíû n = 4m ìîùíîñòè 2n/n2, ãäå m ≥ 2 ñ êîäîâûì
ðàññòîÿíèåì d = 6 íàçûâàåòñÿ êîäîì Ïðåïàðàòû.

Ïåðâûé òàêîé êîä (äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé äëèíû) ïîñòðîèë Ôðàíêî Ïðåïàðàòà
â 1968 ã.

Â 1971�1973 ãã. Í. Â. Ñåìàêîâ, Â. À. Çèíîâüåâ è Ã. Â. Çàéöåâ èññëåäîâàëè ñâîé-
ñòâà êîäîâ ñ ïàðàìåòðàìè êîäîâ Ïðåïàðàòû è ñâÿçü èõ ñ äâîè÷íûìè ñîâåðøåííûìè
êîäàìè, èñïðàâëÿþùèìè îäíó îøèáêó. Èìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êîäû Ïðåïàðàòû, ïî-
ìèìî ìàêñèìàëüíîñòè, îáëàäàþò íåêîòîðûìè âåñüìà íåòðèâèàëüíûìè ñâîéñòâàìè, à
èìåííî ýòè êîäû ðàâíîìåðíî óïàêîâàíû è äèñòàíöèîííî èíâàðèàíòíû. Êðîìå òîãî,
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîé êîä Ïðåïàðàòû ÿâëÿåòñÿ ïîäêîäîì íåêîòîðîãî ðàñøèðåí-
íîãî ñîâåðøåííîãî êîäà òîé æå äëèíû ñ ðàññòîÿíèåì 4 (ïðè÷åì åäèíñòâåííîãî) è â
íåêîòîðîì ñìûñëå ïëîòíî óïàêîâàí â íåì.

Â 1972 ã. ß. Ì. Ãåòàëñ è Ñ. Ë. Ñíîâåð ïîêàçàëè, ÷òî ëèíåéíûõ êîäîâ Ïðåïàðàòû
íå ñóùåñòâóåò. Â 1976 ã. È. Äóìåð è ïîçäíåå, â 1983 ã. Ð. Ä. Áàêåð, ß. Õ. Âàí Ëèíò è
Ð. Ì. Âèëñîí ïîñòðîèëè ñåìåéñòâî êîäîâ Ïðåïàðàòû, ñîäåðæàùåå îðèãèíàëüíûé êîä
Ïðåïàðàòû. Â 1994 ã. À. Ð. Õýììîíñ, Ï. Â. Êóìàð, À. Ð. Êàëüäåðáàíê, Í. Äæ. À. Ñëî-
ýí è Ï. Ñîëå ïðåäëîæèëè êîíñòðóêöèþ ïåðâîãî àääèòèâíîãî (êâàòåðíàðíîãî) êîäà
Ïðåïàðàòû, ò. å. êîäà, ïàðàìåòðû îáðàçà êîòîðîãî ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ (îòîáðàæåíèÿ Ãðåÿ) ñîâïàäàþò ñ ïàðàìåòðàìè äâîè÷íîãî êîäà Ïðåïàðàòû.

Êîíñòðóêöèÿ Äóìåðà-Áàêåðà
Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè è âåêòîðàìè
Ïóñòü m � íå÷åòíîå öåëîå ÷èñëî, m ≥ 3 è n = 2m − 1. Ïóñòü α � ïðèìèòèâíûé
ýëåìåíò ïîëÿ GF (2m). Èìååì

GF (2m) = {0, 1, α, α2, . . . , αn−1}.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
I = {−∞, 0, 1, 2, . . . , n− 1},

ñîñòîÿùåå èç ëîãàðèôìîâ ýëåìåíòîâ ïîëÿ ïî îñíîâàíèþ α (ïîëàãàåì, êàê è ðàíüøå
â ãë. 6, ÷òî α−∞ = 0). Ïðîèçâîëüíîìó ïîäìíîæåñòâó X ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ïîëÿ
GF (2m) âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèì äâîè÷íûé âåêòîð c äëèíû n+1, êîîðäèíàòû
êîòîðîãî çàíóìåðîâàíû ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâà I:

X ←→ c = (c−∞, c0, c1, c2, . . . , cn−1) (9.1)

ïî ïðàâèëó
αi ∈ X ⇐⇒ ci = 1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âåêòîð c ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì ìíîæåñòâà X:
åãî íåíóëåâûå ïîçèöèè óêàçûâàþò ýëåìåíòû ïîëÿ, âêëþ÷àåìûå â ìíîæåñòâî X. Íà-
ïðèìåð, ïóñòîìó ìíîæåñòâó ∅ îòâå÷àåò íóëåâîé âåêòîð. Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷å-
íèÿ äëÿ ìíîæåñòâ X, Y ∈ GF (2m):
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� êàê îáû÷íî ÷åðåç |X| îáîçíà÷àåòñÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X;

� X4Y � ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ X è Y . Çàìåòèì, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ
íà ìíîæåñòâàõ îòâå÷àåò äâîè÷íîìó ñëîæåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
âåêòîðîâ;

� X + a � ñäâèã ìíîæåñòâà X íà ýëåìåíò ïîëÿ a, ò. å. X + a = {x + a |x ∈ X};
� aX � óìíîæåíèå X íà íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ a, ò. å. aX = {ax |x ∈ X}.

Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâèå (9.1), ïðîèçâîëüíûé äâîè÷íûé âåêòîð äëèíû
2(n + 1) = 2m+1 ìîæíî îïèñàòü ïàðîé (X,Y ), ãäå X,Y � ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà
ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (2m). Äàëåå ìû íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó ïàðàìè ìíî-
æåñòâ (X, Y ) è äâîè÷íûìè âåêòîðàìè äëèíû 2m+1. Èç êîíòåêñòà äàëåå áóäåò ÿñíî,
ðå÷ü èäåò î ìíîæåñòâàõ èëè î âåêòîðàõ.

Ïîñòðîåíèå êîäîâ Ïðåïàðàòû
Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ GF (2m) ñîñòîèò èç âñåõ îòîáðàæåíèé âèäà

x → xσ,

ãäå σ = 2k, k = 0, 1, . . . , m− 1. Ðàññìîòðèì èç íèõ òàêèå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ

x → xσ−1,

x → xσ+1

âçàèìíî îäíîçíà÷íû. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ýòîãî âûáåðåì òàêèå σ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ

(σ − 1, 2m − 1) = 1,

(σ + 1, 2m − 1) = 1.
(9.2)

Ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî σ = 2k óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (9.2).

Òåîðåìà 64. Êîä P (σ) äëèíû 2m+1, ñîñòîÿùèé èç âñåõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ, îïè-
ñûâàåìûõ ïàðàìè (X,Y ), óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì:

1) |X| � ÷åòíî, |Y | � ÷åòíî;

2)
∑
x∈X

x =
∑
y∈Y

y;

3)
∑
x∈X

xσ+1 +

( ∑
x∈X

x

)σ+1

=
∑
y∈Y

yσ+1,

(9.3)

ÿâëÿåòñÿ êîäîì Ïðåïàðàòû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå
îïðåäåëåíèÿ è èçó÷èòü ñâîéñòâà êîäîâ P (σ). Ñíà÷àëà ïðèâåäåì ñëåäóþùèå ïðîñòûå
ñâîéñòâà ïîëÿ GF (2m).
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Ëåììà 11. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ïîëÿ GF (2m) è ëþáîãî σ = 2k èìååò
ìåñòî òîæäåñòâî

(a + b)σ+1 = aσ+1 + aσb + abσ + bσ+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 35 (ñì. ðàçä. 6.2), èìååì

(a + b)σ = aσ + bσ.

Òîãäà, ïðåîáðàçîâàâ (a + b)σ+1 ê âèäó (a + b)σ(a + b), ïîëó÷èì èñêîìîå òîæäåñòâî. N

Íåñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 12. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X èç íîñèòåëÿ ïîëÿ GF (2m) è ëþáîãî σ = 2k

âûïîëíÿåòñÿ ( ∑
x∈X

x

)σ

=
∑
x∈X

xσ.

Íàïîìíèì, ÷òî äâîè÷íûé êîä íàçûâàåòñÿ äèñòàíöèîííî-èíâàðèàíòíûì, åñëè
÷èñëî êîäîâûõ ñëîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè l îò ôèêñèðîâàííîé êî-
äîâîé âåðøèíû, íå çàâèñèò îò âûáîðà ýòîé âåðøèíû, à çàâèñèò òîëüêî îò l.

Óòâåðæäåíèå 16. Êîä P (σ) äèñòàíöèîííî-èíâàðèàíòåí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ êîä P (σ) ñîäåðæèò âåêòîð (∅, ∅). Ïóñòü

(X0, Y0) � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç P (σ). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ äîñòà-
òî÷íî ïîñòðîèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè êîäîâûõ
âåêòîðîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè l îò âåðøèí (∅, ∅) è (X0, Y0) ñîîòâåòñòâåííî,
ãäå l � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ðàññòîÿíèå.

Çàäàäèì ñëåäóþùåå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå:

f : (X, Y ) → (U, V ),

ïî ïðàâèëó

U = X4X0 + a, ãäå a =
∑
x∈X0

x;

V = Y4Y0.

Çàìåòèì, ÷òî ðàññòîÿíèå îò (X,Y ) äî (X0, Y0) ðàâíî âåñó âåêòîðà (X4X0, Y4Y0)
è ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò (U, V ) äî (∅, ∅). Ïîêàæåì, ÷òî åñëè (X,Y ) ïðèíàäëåæèò êîäó,
òî è âåêòîð (U, V ) åìó ïðèíàäëåæèò. Â ñèëó âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ f ,
ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äèñòàíöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè P (σ).

Ïóñòü (X,Y ) � êîäîâûé âåêòîð. Ïðîâåðèì, ÷òî âåêòîð (U, V ) òàêæå êîäîâûé, ò. å.
äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (9.3):

1) |X|, |X0|, |Y |, |Y0| � ÷åòíû, ñëåäîâàòåëüíî, |X4X0 + a| è |Y4Y0| ÷åòíû;
2) äîêàæåì ðàâåíñòâî ∑

x∈U

x =
∑
y∈V

y.
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Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

∑
x∈U

x =
∑

x∈X4X0

(x + a) =

( ∑

x∈X4X0

x

)
+ a|X4X0| =

=
∑

x∈X4X0

x =
∑
x∈X

x +
∑
x∈X0

x =
∑
y∈Y

y +
∑
y∈Y0

y =
∑
y∈V

y;

3) ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

∑
x∈U

xσ+1 +

(∑
x∈U

x

)σ+1

=
∑
y∈V

yσ+1.

Ïðåîáðàçóÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå, ñ ó÷åòîì ëåììû 11, èìååì
∑
x∈U

xσ+1 =
∑

x∈X4X0

(x + a)σ+1 =

=
∑

x∈X4X0

(xσ+1 +xσa+xaσ +aσ+1) =
∑

x∈X4X0

xσ+1 +

( ∑

x∈X4X0

xσ

)
a+

( ∑

x∈X4X0

x

)
aσ =

=
∑
x∈X

xσ+1 +
∑
x∈X0

xσ+1 +

( ∑
x∈X

xσ

)
a + aσ+1 +

( ∑
x∈X

x

)
aσ + aσ+1.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 12, ïîëó÷àåì

∑
x∈U

xσ+1 =
∑
x∈X

xσ+1 +
∑
x∈X0

xσ+1 +

( ∑
x∈X

x

)σ

a +

( ∑
x∈X

x

)
aσ.

Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî, èñïîëüçóÿ ëåììó 11, èìååì

(∑
x∈U

x

)σ+1

=

( ∑

x∈X4X0

(x + a)

)σ+1

=

( ∑

x∈X4X0

x

)σ+1

=

( ∑
x∈X

x + a

)σ+1

=

=

( ∑
x∈X

x

)σ+1

+

( ∑
x∈X

x

)σ

a +

( ∑
x∈X

x

)
aσ + aσ+1.

Òîãäà

∑
x∈U

xσ+1 +

(∑
x∈U

x

)σ+1

=
∑
x∈X

xσ+1 +

( ∑
x∈X

x

)σ+1

+
∑
x∈X0

xσ+1 +

( ∑
x∈X0

x

)σ+1

=

=
∑
y∈Y

yσ+1 +
∑
y∈Y0

yσ+1 =
∑
y∈V

yσ+1.

Òàêèì îáðàçîì, äèñòàíöèîííàÿ èíâàðèàíòíîñòü êîäà P (σ) äîêàçàíà. N
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Óòâåðæäåíèå 17. Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êîäà P (σ) ñîäåðæèò îòîáðàæåíèÿ:

1. (X, Y ) → (X + a, Y + a) äëÿ ëþáîãî a ∈ GF (2m);
2. (X, Y ) → (Y,X);
3. (X, Y ) → (aX, aY ) äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî a ∈ GF (2m);
4. (X, Y ) → (ϕ(X), ϕ(Y )) äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ Aut GF (2m).

(9.4)

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé âûïîëíåíèÿ óñëîâèé
(9.3) äëÿ îáðàçîâ êîäîâîãî âåêòîðà (X,Y ) ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèé 1�4. N

Óòâåðæäåíèå 18. Êîä P (σ) èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå 6.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó êîä P (σ) ñîäåðæèò íóëåâóþ âåðøèíó è â ñèëó

óòâåðæäåíèÿ 16 äèñòàíöèîííî èíâàðèàíòåí, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìèíèìàëüíûé
íåíóëåâîé âåñ åãî êîäîâûõ ñëîâ ðàâåí 6.

Çàìåòèì, ÷òî âñå êîäîâûå âåêòîðû (X,Y ), â ñèëó ï. 1 óñëîâèÿ (9.3), èìåþò ÷åòíûé
âåñ. Èç ïóíêòîâ 1 è 2 óñëîâèÿ (9.3) ñëåäóåò, ÷òî â êîäå íåò ñëîâ âåñà 2. Ïîêàæåì, ÷òî
â êîäå P (σ) íåò ñëîâ è âåñà 4. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

Ñëó÷àé 1. Âåêòîð ({a, b}, {c, d}) � êîäîâûé, ãäå a 6= b è c 6= d.
Èç óòâåðæäåíèÿ 17 ñëåäóåò, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè â êà÷åñòâå a ìîæíî

âçÿòü 0. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì êîäîâîå ñëîâî âåñà 4, ïîëó÷åííîå èç âûáðàííîãî
äåéñòâèåì àâòîìîðôèçìà (X,Y ) → (X − a, Y − a). Ïî ï. 3 óñëîâèÿ (9.3) èìååì

(0σ+1 + bσ+1) + (0 + b)σ+1 = 0 = cσ+1 + dσ+1.

Òîãäà cσ+1 = dσ+1. Ïîñêîëüêó σ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (9.2), îòîáðàæåíèå

x → xσ+1

âçàèìíî îäíîçíà÷íî, è, ñëåäîâàòåëüíî, c = d, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó c è d.
Ñëó÷àé 2. Âåêòîð ({a, b, c, d}, ∅) � êîäîâûé, ãäå âñå ýëåìåíòû a, b, c, d ðàçëè÷íû.
Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 17, ñ÷èòàåì a = 0. Èç ïï. 2 è 3 óñëîâèÿ (9.3) èìååì

b + c + d = 0,

bσ+1 + cσ+1 + dσ+1 = 0.

Òîãäà, âûðàæàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà d è ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå, ñ ó÷åòîì ëåììû 11
ïîëó÷àåì

bσ+1 + cσ+1 + (b + c)σ+1 = bσc + bcσ = bc(bσ−1 + cσ−1) = 0.

Â ñèëó óñëîâèÿ (9.2), îòîáðàæåíèå

x → xσ−1

âçàèìíî îäíîçíà÷íî, ïîýòîìó b = c. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì b, c.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî êîä P (σ) ñîäåðæèò ñëîâî âåñà 6. Ðàññìîòðèì ïîïàðíî ðàç-

ëè÷íûå ýëåìåíòû a, b, c ïîëÿ GF (2m). Îïðåäåëèì d è e èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
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{
aσ+1 + bσ+1 + cσ+1 = dσ+1,
a + b + c + d = e.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âåêòîð ({0, e}, {a, b, c, d}) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (9.3) è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì. N

Óòâåðæäåíèå 19. Ìîùíîñòü êîäà P (σ) äëèíû N = 2m+1 ðàâíà 2N/N2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ÷èñëî ïàð (X, Y ), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (9.3).
Âûáåðåì ìíîæåñòâî X òàê, ÷òîáû ìîùíîñòü |X| áûëà ÷åòíîé. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü

22m−1 ñïîñîáàìè. Âûáåðåì ìíîæåñòâî Y èç íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü ïï. 2 è 3 óñëîâèÿ (9.3). Çàòåì, åñëè íåîáõîäèìî, äîáàâèì â ìíîæåñòâî
Y ýëåìåíò 0, ÷òîáû ìîùíîñòü |Y | áûëà ÷åòíîé.

Ïóñòü X = ∅. Òîãäà äëÿ Y âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà ðàâåíñòâ




∑
y∈Y

y = 0,

∑
y∈Y

yσ+1 = 0,
(9.5)

ñì. ïï. 2 è 3 â óñëîâèè (9.3). Ýòó ñèñòåìó íàä GF (2m) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ñèñòåìó èç 2m óðàâíåíèé íàä ïîëåì GF (2), çàìåíèâ êàæäûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (2m)
íà âåêòîð-ñòîëáåö äëèíû m íàä GF (2).

Ïóñòü α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (2m). Ïîñêîëüêó σ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì (9.2), ýëåìåíò ασ+1 èìååò ïîðÿäîê 2m−1 è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðè-
ìèòèâíûì ýëåìåíòîì ïîëÿ GF (2m). Ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû M (1)(x), M (σ+1)(x),
ñîãëàñíî ñâîéñòâàì 1 è 6 èç ðàçä. 7.6, íåïðèâîäèìû è èìåþò ñòåïåíü m. Òîãäà ìíîæå-
ñòâî Y , óäîâëåòâîðÿþùåå ñèñòåìå (9.5), ñîîòâåòñòâóåò êîäîâîìó ñëîâó öèêëè÷åñêîãî
êîäà äëèíû n = 2m − 1 ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì M (1)(x) ·M (σ+1)(x). Ìîùíîñòü
òàêîãî öèêëè÷åñêîãî êîäà ðàâíà 2n−2m.

Âûáåðåì äðóãîå ìíîæåñòâî X ÷åòíîé ìîùíîñòè. Òîãäà âñåâîçìîæíûì ìíîæå-
ñòâàì Y òàêèì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (9.3), áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü âåêòîðû
íåêîòîðîãî ñìåæíîãî êëàññà öèêëè÷åñêîãî êîäà äëèíû n = 2m − 1 ñ ïîðîæäàþùèì
ìíîãî÷ëåíîì M (1)(x) · M (σ+1)(x). Çíà÷èò, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà X ÷èñëî
ñïîñîáîâ âûáîðà ïîäõîäÿùåãî ìíîæåñòâà Y ðàâíî 22m−1−2m.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïàð (X, Y ), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (9.3), à
çíà÷èò, ïðèíàäëåæàùèõ êîäó P (σ), ðàâíî

22m−1︸ ︷︷ ︸
âûáîð X

· 22m−1−2m︸ ︷︷ ︸
âûáîð Y äëÿ X

= 22m+1−2(m+1) = 2N/N2.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. N

Èç óòâåðæäåíèé 18 è 19 íåìåäëåííî âûòåêàåò òåîðåìà 64.
Â ëèòåðàòóðå êîäîì Ïðåïàðàòû èíîãäà íàçûâàþò ìàêñèìàëüíûé äâîè÷íûé êîä

äëèíû n− 1 ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 5. Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé òàêîé êîä ïîëó÷àåòñÿ
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âûêàëûâàíèåì îäíîé êîîðäèíàòû íåêîòîðîãî êîäà Ïðåïàðàòû. Çàìåòèì, ÷òî îïåðà-
öèÿ ðàñøèðåíèÿ êîäà ñ ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îáðàòíîé äëÿ îïåðàöèè âûêàëûâàíèÿ. Îäíàêî ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî â ñëó÷àå ñîâåðøåííûõ êîäîâ è êîäîâ Ïðåïàðàòû ýòè îïåðàöèè âñåãäà âçàèìíî
îáðàòíû.



Çàêëþ÷åíèå
Áåçóñëîâíî, ïðåäñòàâëåííûé âíèìàíèþ ÷èòàòåëÿ ìàòåðèàë íå ïðåòåíäóåò íà ïîë-

íîòó îñâåùåíèÿ âñåõ îáëàñòåé òåîðèè êîäîâ, êîððåêòèðóþùèõ îøèáêè â êàíàëàõ
ñâÿçè ñ øóìàìè. Öåëü íàñòîÿùèõ ëåêöèé � ïîçíàêîìèòü ÷èòàòåëÿ ñ ìàòåìàòè÷å-
ñêèìè îñíîâàìè ñîâðåìåííîé òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, ïîäãîòîâèòü åãî ê ÷òåíèþ ñïåöè-
àëüíîé ëèòåðàòóðû ïî òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, à òàêæå òàêèõ ñìåæíûõ äèñöèïëèí, êàê
êðèïòîãðàôèÿ è ñæàòèå äàííûõ. Äëÿ ïîíèìàíèÿ èçëîæåííîãî ìàòåðèàëà äîñòàòî÷íî
çíàíèé ëèíåéíîé àëãåáðû, îñíîâ òåîðèè ÷èñåë, êîìáèíàòîðèêè è òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé. Âïðî÷åì, âñå íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ îñíîâíîãî ìàòåðèàëà îïðåäåëåíèÿ è
óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíû â òåêñòå. Ïðàêòè÷åñêè âñå ãëàâû è ðàçäåëû ñîïðîâîæäàþòñÿ
óïðàæíåíèÿìè, ðåøåíèå êîòîðûõ ïîçâîëèò ÷èòàòåëþ ãëóáæå ïîíÿòü òåîðèþ.

Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ è ôàêóëüòå-
òîâ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé óíèâåðñèòåòîâ, à òàêæå ìîæåò áûòü ïîëåçíî ñòó-
äåíòàì ôèçè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ, èíòåðåñóþùèìñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè îñíîâàìè ïðî-
áëåì ïåðåäà÷è äàííûõ ïî êàíàëàì ñâÿçè ñ ïîìåõàìè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âûáîð ìàòåðèàëà, ïðåäñòàâëåííîãî â íàñòîÿùåì ïîñîáèè,
îòâå÷àåò â íåêîòîðîì ñìûñëå âêóñàì àâòîðà. Â ÷àñòíîñòè, áîëüøå âíèìàíèÿ óäåëåíî
ðàçëè÷íûì ìåòîäàì ïîñòðîåíèÿ èçâåñòíûõ êîäîâ, íåæåëè ïðîöåäóðàì äåêîäèðîâà-
íèÿ. Àâòîð ñî âñåé îòâåòñòâåííîñòüþ îñîçíàåò ýòî è â äàëüíåéøèõ ïåðåèçäàíèÿõ äàí-
íîãî ïîñîáèÿ âîçìîæíî âîñïîëíåíèå ýòèõ ïðîáåëîâ. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî èìåþòñÿ òàêæå äðóãèå êëàññè÷åñêèå èíòåðåñíûå è êðàñèâûå òåìû ïî òåîðèè
êîäèðîâàíèÿ, íå çàòðîíóòûå â ïîñîáèè, òàêèå êàê ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà, òåîðå-
ìû Ìàê-Âèëüÿìñ, òåîðèÿ ðàâíîâåñíûõ êîäîâ, ãëóáîêèå ñâÿçè òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ñ
òåîðèåé áëîê-ñõåì, òåîðèåé ãðóïï, òåîðèåé ãðàôîâ, à òàêæå íå ðàññìîòðåíû ñõåìû
îòíîøåíèé, ñâåðòî÷íûå êîäû è äð.

Èçëîæåííûé ìàòåðèàë îïðîáèðîâàí ïðè ÷òåíèè ëåêöèé â òå÷åíèå ðÿäà ëåò â Íî-
âîñèáèðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå. Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ñòó-
äåíòàì, êîòîðûå ïîìîãàëè øëèôîâàòü â äèñêóññèÿõ ïðåçåíòàöèè ìíîãèõ òåì, òåîðåì,
ëåìì, à òàêæå ñâîèì äåòÿì Èâàíó Ìîãèëüíûõ è Ìàðèè Ñîëîâüåâîé çà ïîñòîÿííóþ
ìîðàëüíóþ ïîääåðæêó â ïåðèîä íàïèñàíèÿ ýòîãî ïîñîáèÿ è ïîìîùü â íàïå÷àòàíèè
ëåêöèé. Ãëóáîêàÿ áëàãîäàðíîñòü ìîèì êîëëåãàì Âàëåíòèíó Àôàíàñüåâó, Àëåêñåþ
Ïåðåæîãèíó, Âëàäèìèðó Ïîòàïîâó, Äåíèñó Êðîòîâó çà òùàòåëüíîå ÷òåíèå ïîñîáèÿ
è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ, ïîçâîëèâøèå óëó÷øèòü òåêñò; ìîèì ðåöåíçåíòàì Â. Â. Çÿá-
ëîâó, Ñ. À. Ìàëþãèíó, Þ. Ë. Ñàãàëîâè÷ó; ìîåìó áûâøåìó ó÷åíèêó Àíòîíó Ëîñþ çà
ïîìîùü â íàïå÷àòàíèè òåêñòà, ñîïðîâîæäåíèå òåêñòà êà÷åñòâåííûìè ðèñóíêàìè, çà
àêêóðàòíîå ñ÷èòûâàíèå ãëàâ, îðèãèíàëüíóþ îáëîæêó; Í. Í. Òîêàðåâîé, îêàçàâøåé
âñåñòîðîííþþ òåõíè÷åñêóþ ïîìîùü ïðè ïîäãîòîâêå íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ � â ôîðìè-
ðîâàíèè áóêëåòà, ïå÷àòàíèè òåêñòà, ïîäãîòîâêå ðèñóíêîâ, îñíîâàòåëüíîé è òâîð÷å-
ñêîé ñ÷èòêå òåêñòà, â íàïèñàíèè ðàçä. 9.3, ïîñâÿùåííîãî êîäàì Ïðåïàðàòû; Î. Ã. Çà-
âàðçèíîé çà èçãîòîâëåíèå ïåðâîãî îðèãèíàë-ìàêåòà.
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